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da Bdudtt «11 dis Sinn (UwibiBcksB bslfan, dla noeh Immai 
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AuSei In dsn eDiTklop&diichen SitiMIimgeD tahlla bat onl in 
SantHlUiuid aoeh Immar alna ■uunmBafmanda Santalliuig dw nament- 
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Körpern. Theorie und ihre Folgerungen. VouDr.D.A.GoId- 

hammer, Professor an der üsiTersil£t Kasan. 6. 1912. 
Geh. M 8.60, geb. Jt 4,— 
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Professor an der Universität StraBbnrg i. Eis. 8. 1913. 
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BereltiteUuag aine* iiiTatll«iBeB Zaklanmaleiiali ^shut gawagen 
Eiirardanbalisndalti Oiandlagsn d, H^diomaghanik. DlaBlatshfniBilg< 
Btigmong In Bohcleltungan, dia Stanlbaaria iowle Elnl " 
Wandung Toa aancn noob wenig bekannten Eipaiin» 
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VOBWOET ZUM ZWEITEN TEIL. 

Der TOrliegende zweite Teil der matliematlscti- physikalischen 
Akustik enthalt die Theorie der Schwingungen elastischer Körper, 
die ja den eigentlichen Gegenstand der Akustik bilden. Wegen 
der notwendigen Beschränkung des Ümfanges konnte natfirlich nnr 
ein Ausschnitt ans der Theorie gegeben werden. Daher muSten 
manche interessanten Teile ganz bei Seite gelassen, andere konnten 
nur gestreift werden. Ich habe es aber nach Möglichkeit vermieden, 
Qebiete zu betreten, die nicht genauer behandelt werden konnten. 
Denn eine nur oherSächliche Besprechung wie in populären Dar- 
stellungen oder eine ganz kurze, nur dem Fachmann verständ- 
liche Hitteilung der Rechnungsergebnisse, wie sie in Handbüchern 
und Enzyklopädien erforderlich und üblich ist, hätte dem Zweck 
dieses Buches nicht entsprochen, das ja dem mathematisch nnd 
physikalisch etwas geschulten Nichtfachmanu eine zugleich leicht- 
verständliche und doch gründliche Einführung in die wichtigsten 
Teile der theoretischen Akustik bieten soll. Um diesem Zweck zu 
genügen, habe ich die Darstellung der wirklich behandelten Ge- 
biete so ausführlich gehalten, daB sie ein vollständiges Bild der 
Behandlung dieser und ähnlicher Probleme und eine Anleitung 
und Grundlage zum selbständigen Studium akustischer Probleme 
in gröfieren Werken und Originalabhandlungen zu bieten vermag. 
Aus diesem Grunde ist auch der einleitende Abschnitt ans der 
filastizitätstheone hinzugenommen worden, weil gerade die Be- 
handlung schwierigerer akustischer Probleme dieser Grundlage be- 
darf, in größeren Werken wie Lord Rayleighs „Theory of 
Bonnd" u. a. aber ihre Kenntnis ohne weiteres vorausgesetzt wird 
und das Fehlen jeder Unterstützung nach dieser Richtung hin 
häufig stört. 

Von den Gebieten, die iirsprünglich ebenfalls behandelt werden 
sollten, konnte der ganze Abschnitt über Kombinationstöne, Va- 
1* 
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IV Vorwort zum zweiten Teil 

riatdonstöne nsw. wegfallen, da in dem inzwischen erschienenen 
Bnche von E. Waetzmann „Die Besonanztheorie des Hörens" 
dies Gebiet eine ziemlich aosfdhrliche, dem heutigen Stand der 
Forschung entsprechende DarsteUung erfahren hat. Leider aber 
mnBten wegen Bamnmangels auch andere TeUe weggelassen wer- 
den, z. B. die Theorie der Schwingungen von Stäben mit veränder- 
lichem Querschnitt, die Theorie der Resonatoren sowohl nach 
Helmholtz als auch nach Eirchhoff und Lord Bayleigh und 
manches andere. Da das Buch aber kein Lehrbuch oder umfassen- 
des Handbuch sein soll, so hoffe ich, daQ es trotz dieser Lücken 
seinen Zweck erfOllen und eine gute Aufnahme Enden wird. 

Der Verlagsbuchhandlung gebSbrt fflr die schnelle Druck- 
legong des umfangreicher als geplant ausgefallenen Werkes und 
seine reiche Ausstattung mit Figuren der Dank des Verfassers. 

Olita bei Danzig, A. EALÄHNE. 

Juli 1918. 
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DßÜCKFEHLEE-BEßlCHTIGÜNG. 

In Bandl muB es heifien: 
Auf Seite 22, Z. 12 v. o. eji g, statt cc^ g, . 
„ ,. 51,2.1 V. o.^^* statt :^. 

„ 64, Z. 2 V. o. (82) statt (83), 

„ „ 57, in den EolumnenkQpfen der Tabelle muß es beißen (S7a) 
statt (SSa'i. 
„ 68, Z. 12 V. 0. (37) statt (39). 

„ „ 74, Z. 4. \. 0. und in Oleicbang (10) ist za setzen 6 statt &. 

„ „ 89, Z. 10 T. so steigt J von ■ - * ■■ ; ■■ . . .'■ statt „. . . so 

steigt -/ von Kall . . .". 

„ „ 107, Z. 11 T. o. in Gleicbnng (9) -v, bezw. ^, nsw, atatt IF, 
bezw, y, usw. 

„ „ lOS, Z, 1. T. □ hinter den Worten Eoppelangskoeffizient ist 
einzuBcbalten ; „oder Koppelaugsparameter". 

„ „ 119, hinter Gleichung (S5) ist einzuschalten: „Die Dämpfung' 
beider Schwingungen ist dieselbe, nämlich gleich der- 
jenigen der ungekoppelten Schwingungen 8". 

In ^iMidll muB es heiBen: 

Auf Seite 90, in Gleichung (38), (29) und in Fußnote 2) — || statt || ■ 

„ „ 91, Z.a v.u. -^ statt 1^. 

„ „ Sl, in Gleichung (80) — 1| atatt ||. 

„ „ 91, in Gleichung (31) ist als untere Integrationsgreuze p„ 
statt p zu setzen und einzufügen: „p, ist ein beliebiger 
als Normalwert gewählter Druck". 

„ „ 96, in Gleichung (41) und (42) ist — u,. atatt u,. nnd — u^ 
statt u^ 2° setzen, oder es sind die Torzeichen der rech- 
ten Seiten nmzukehren. 
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Eal&hne: Akustik 



Auf Seite 303, Z. 30 v. o. du Wort ,^tehende" ist zu Btreichen. 
„ „ 201, Z. 1 V. 0. „. . . statioD&ie Wellen tod einer Dcwh hhIm- 
kannten Zwiachenform" statt „... stehende Wellen". 
„ „ 206, Z. S V. 0. y = 9"co82«JVt + VBinSnÄ"* statt 

„ „ SIS, Z. I und 13 V. o. das Wort „Btehende" iet zu streichen. 

„ „ ilS, Z. i V. o. „einfache stehende Sinuaform" statt „einfache 
Sinusfonn", 

„ „ 217, Z. 10 V. 0. hinter „Minima" ist einzuschalten: „d. h. die 
Werte NuU". 

„ „ 217, Z. 14 und 15 v. 0. „. . . dagegen einen besonders kleinen 
Wert . . ." statt „. . . ein Minimum nimmt einen beson- 
ders kleinen Wert an . . ,". 

„ „ 217, Z. 21 V. 0. hinter „Maxima und Minima" ist „(Extrem- 
werte)" einzuschalten. 
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I. Abschnitt. 
Gnmdlagen aus der ElastizMtstheorie. 

1. EapiteL 

Kinematik der elastisclien KQrper. 

1. AUgemeine und linOBre (homogene) Deformation. Die 
Schwingniigeii, velche man als Schall wahrnimmt, Terdanken ihren 
UrspruDg den elastischen Eigenschaften der Körper; ibi'e Form und 
ihre Ausbreitung als Wellen wird durch sie bedingt. Zum Yer- 
gtOndnis ihrer Theorie ist die Kenntnis der Grundlagen der Ela- 
stizitSts lehre und Hydrodynamik erforderlich. Diese Kenntnis wird 
vorausgesetzt. Die wichtigsten Beziehungen und Formeln derselben 
sind in diesem einleitenden Abschnitt zusammengestellt, zom Teil 
ohne Beweis. 

Es wird angenommen, daß die Uaterie den Baum stetig (kon- 
tinuierlich) erfüllt. Irgendeine Lageänderung der Massenteilchen 
(Funkte) des betrachteten Körpers beißt Deformation im wei' 
testen Sinne. Dazu gehören als spezielle Fälle auch reine Lage- 
Andeningen, die der Körper als Qauzes, als starrer Körper, erßlhrt, 
also Translation (Verschiebung) und Rotatioji (Drehung) 
ohne Formänderung. Die allgemeinste Deformation setzt sich aus 
diesen beiden und aus Yolumen- und Formänderungen zu- 
B&mmen, bei denen sich die relativen Lagen und Entfernungen 
der Massenpunkte gegeneinander ändern. Filr die akustischen 
Schwingungen kommen im wesentlichen nnr die Form- nnd Vo- 
lumenSnderungen in Betracht, die man unter dem Namen 
Formänderung zusammenfassen kann. 

Ein Hassenponkt m des Körpers, den man sich etwa als Schwer- 
punkt oder Mittelpunkt eines Raumelementes des Körpers zu denken 
hat, habe, auf ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensystem 
X, y, z bezogen, vor der Deformation die Koordinaten x, y, z, nach 
der Deformation die Koordinaten x, y, z , Diese letzteren sind 
offenbar Funktionen der Kootdiuaten x, y, s desselben Massen- 
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punktes Tor der Daformation, also Funktioaea Ton x, y, e, aodaß 

man etwa setzen kann 

(1) x'=q>ix,]/,t); y'''i{x,y,B); e—il>{x,y,e). 

Die Funktionen 91, %, i(> kängen natürlich bei BewegungSTorg^ngen 
anck noch von dei Zeit ab; sie können im übrigen ganz beliebige 
Form haben, wenn sie nur stetig sind. Eine gani spezielle, theo- 
retisch .wichtige Deformation erhBlt man, wenn ip, %, ifr lineare 
Funktionen Ton x, y, e sind, nBmlich die lineare oder homo- 
gene Deformation 

Ix' = a^x -i- a^y -\- a^z = (1 + e^x ■]- a^tf + a^e 
y^b,x + b^y + b^z = b,x+{l+e^)y + biz 

oder anders geschrieben 

1%={^i~ 1}* + 'hy + 'h^ = ^x" + «»» + *»»« 
", — CiX + f,y + («i — I)« — c,« + Cjj/ + e,«, 

wenn man die Verschiebungen (Verrückungen) der Teilchen 

einführt 

(4) «1=2'' — X, M^— y' — y, «,= /— z 

(5) a,— l=e^, b^-l=€^, Cj-1 — e, 

setzt. Jenachdem x, y, e absolute (auf ein festes Koordinatensystem 
bezogene) oder relative (auf ein bewegliches System bezogene) Ko- 
ordinaten sind, sind auch die w^, u^, m, absolute oder relative Ver- 
schiebungen. 

2. Die unendlich kleine Deformation näherungsweise 
eine lineare Deformation. Auf diese lineare Deformation re- 
duziert sich die allgemeine Deformation (l) in erster Käherung 
immer, wenn man nur die nächste Umgebung des Koordinaten- 
anfangspunktes betrachtet^). Uan kann dann nämlich die Fnnk- 



1) bzw. die nächste Umgebung irgendeines beliebig gewählten 
Punktes des Kürpers, da man jeden Punkt zum Koordinaten anfangs- 
punkt machen kann; x. y, z sind'imnier die relativen Koordinaten 
des Taiiablen Punktes, bezogen auf dieeen BezngspuDkt. 
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2. Lineue und nnendlicii kleine Deformation 3 

tionen 9, %, «C nach dem Yao Laurinsclien bzw. dem Taylorachen 
Satae in Fotenzreihen entwickeln, die nach Potenzen von x, y, t 
fortsdireiten. YemacUäsBigt man die quadratischen und höheren 
Glieder der Reihenentwicklung, so erhält man 

indem man die Differentialqaotienten ^ usw. durch die mit ihnen 

gleichbedeutenden -^ uaw. ersetzt. 

Durch Vergleichung von (6) bzw. (7) mit (2) bzw. (3) ergibt 
sich die Bedeutung dieser Differentialquotienten derTerschiebungen. 
Sie sind die Dehnungs- und Scherungskoeffizienten 

19». , du, 3«. 

^'= ^= ^ = (.-1-6 

Die näherungaweise ZuräckfUhrung jeder beliebigen Deformation 
auf die lineare ist nur bei Beschränkung auf unendlich kleine (Ge- 
biete in der Umgebung des Bezugspunktes möglich, wobei natür- 
lich auch die Verschiebungen u,, u^, u, selbst unendlich klein 
bleiben. Diese Beschränkung ist aber für die ElastizitBtätheone 
kein wesentliches Hindernis, denn erf&hrungsgem&ß wirken die ela- 
stischen Kräfte als Ifolekularkräfte nur in verschwindend kleinen 
Entfernungen und hängen ihrerseits auch nur von dem Defor- 
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mationszuatand der nnmittelbaren Umgebung ab. Dieser kann 
aber nach dem Gesagten immer als ein linearer angesehen werden, 
woraus sieb die Wichtigkeit der linearen Deformation für die Theorie 
ergibt. Der Deformationsznstand der femer gelegenen Teile kommt 
dabei nicht in Betracht; er kann beliebig sein und ist es bei Be- 
wegungsproblemen, insbeiondere bei Schwingongen etets. 

3. Zerleg^ung der linearen Deformation in Dehnungen 
und Sohemngen. Die lineare Deformation (3) bzw. (7) besteht 
ans neun Einlelgliedern, den drei linearen Dehnungen u^^ e^x, 
^y='ff!l, M,^«,^ und den sechs durch die abrigen Glieder dar- 
gestellten Scherungen. Diese neim Teildeformationen können na- 
tflrlich auch einzeln oder in beliebigen Terbindungen vorkommen. 
Bei einer linearen Dehnung, z. B. 
u^—e^x, werden alte zu der betreffenden 
Koordinatenachse senkrechten Ebenen des 
Körpers parallel mit sich selbst verschoben 
nnd dabei voneinander entfernt (positive Deh- 
nung) oder einander genElhert (negative Deh- 
nung, Kontraktion). In Fig. 1 ist diese Ver- 
schiebung für die Ebenen x = a!i and « — i, 
dargestellt. 

Bei einer der sechs einfachen Sche- 
rungen, die durch eins der übrigen sechs 
Glieder von (3) dargestellt werden, werden 
die zu einer Koordinatenachse senkrechten 
Ebenen auch parallel mit sich selbst ver- 



schoben, aber nicht in Richtung jener Achse, sondern senkrecht 
dazu; d. h. sie verschieben sich in ihrer eigenen Ebene, benach- 
barte Ebenen gleiten aneinander entlang. Z.B. stellt w^^^Oj^ 
eine Schemng dar, bei der alle zur ^-Ächse senkrechten Ebenen 
sich in sich selbst um gewisse Strecken in der 2>Kichtung ver- 
schieben, die proportional dem Abstand von der x<-Ebene wachsen. 
In Fig. 2 ist diese Sehening dargestellt. Die vorher auf der y- Achse 
gelegenen Punkte $, , y^ ■ . ■ liegen nachher auf der Geraden Xj", 
Xf' . . ., die mit der y-Achse einen Winket 6, den Scherungs- 
winkel, einscliließt. Dieser gibt den Betrag der Schemng an; 
seine trigonometrische Tangente ist gleich dem betreffenden Sche- 
mngskoeffizienten, hier also z.B. tgd — a^'-—. Bei unendlich 
kleiner Schemng gilt d=>aj usw. Außer dieser einfachen Scbe- 
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8> DehnaDg und Schening. 4. Räomlidie Delmnog 

s 
niDg kann man die ans zwei speziellen ein- -*' ^-^ 
fachen Schenmgea zusammengesetzte Doppel- 
schenmg betracbten, die physikalisch in man- 
cher Hinsicht einfacher ist. 

4. Die räumliche Dehnung (Dilatation), fi - '%, ■ 
Die dreilinear6nDehnungenw^ = e,a:, «^-"«,^1 
Wj=e,üinEichtungderKoordinatenachBenolmo rig.i. *' 

Scherungsglieder geben lUBammen eine räum- Li"«" etntwi» 8ob»- 
liche Dehnung oder Dilatation. Diese Kbenan i/-t,,s = pi 
zeichnet sich dadurch aus, daß alle auf drei "I,^^^^^^. 
gewissen Achsen, den Hauptdehnungsach- in der i-RiohtoDe. 
sen oder DilatationsacDsen gelegenen Teil- 
chen keine Scherungen sondern nur Dehnungen (Verschiebungen in 
den Achsenrichtungen) erleiden. Im vorliegenden Fall sind die drei 
Koordinatenachsen diese Eauptdebnungsachsen und die Haupt- 
dehnungen haben die Beträge e,, e , e,. 

Ein Würfel mit der Kant«nlBbge 1, dessen Kanten den Haupt- 
dehnungsachsen parallel sind, wird dabei in ein rechtwinkliges 
Parallelepiped mit den Kanten 1 -\- e^, 1 +0^, 1 + «, umgeformt. 
Die räumliche Dilatation, d. b. die Volum enzunahme der 
Volum eneinheit, oder, anders ausgedrückt, die Volumenzunahme 
dividiert durch das ursprüngliche Volumen ist also') 
(9) D. (1 + ,,){! + ,, XI +e.)-l. 

Für unendlich kleine Dehnungen C^, e^, «, geht dies Ober in 
(9a) i>='e, + e^ + e., 

indem die beim Ausmultiplizieren der^ Klammem auftretenden 
Produkte der e^, e^, e^ aU unendlich kleine Größen höherer Ord- 
nung wegfiallen. 

Durch Einführung der Differentialquotienten der Verschiebun- 
gen für e^, ty, e, aus (8) in (9a) erhält man die bekannte 
Formel 
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(9b) I>-% 

indem man den VerschiebungsTektor, dessen Komponenten indeuin, 

1) Die Gleichnngen (6), (Sa), (9b) gelten allgemein auch dann, 
wenn e,, e^, e, nicht die Hanptdehnungen sind. Denn Schemn^en 
and Drehungen, die durch die übrigen Koeffizienten dargestellt 
werden, erfolgen ohne Volnmenändernng. 
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y, e-Bichtnngeii w„ i4y, u, sind, mit u bezeichnet \md die bekannte 
Bechenoperation „Divergenz" der Tektorrechnnng benutzt.') 

B. Zerlegung der unendlich kleinen Deformation in 
Translation, Botation und rfiumllohe Dehnung. Super- 
position. Man kann die lineare Deformation (3) bezw. (7) statt 
in 3 Dehnnngen und 6 einfache Scherungen auch anders zer- 
legen, nämlich in eine Botation (Drehung des atarr gedachten 
Körpers um einen seiner Punkte) und eine i^umliche Dehnung 
(Dilatation) des Körpers nach drei aufeinander senkrechten Achsen. 
Die außerdem bei der allgemeinen Deformation noch hinzukommende 
Translation ist bei der Form (3) und (7) der Deformation schon 
weggefallen. Die Lage der Drehungs-, und der Dehnnngsachsen, 
sowie die Beträge der Drehungen und Dehnungen lassen sich aus 
den Koeffizienten von (3) bezw. (7) berechnen. Für endliche De- 
formationen werden aber die Ausdrücke recht umständlich, sie ver- 
einfachen sich jedoch bei unendlich kleinen Deformationen. Die 
folgenden Gileichungen gelten im allgemeinen nur für 
unendlich kleine Deformationen. 

Die allgemeine lineare Deformation (3) bezw. (7) — ohne Trans- 
lation — geht in eine bloBe Botation über, weon zwischen den 
KoefQzieaten a,, Oj... gewisse Beziehungen hesteheD, nämlich 
wenn sie sich in der Form darstellen laßt 

Im/) = a;/ ~ 37 = ~&,y-\- ©/ 

Der Index r bedeutet, daS die Verschiebungen Botationen sind. 
@x, 9^, &, sind die unendlich kleinen Drehnngswinkel um die 
drei Achsen X, y, s, aus denen sich die Gesamtdrehung 



6) ^ Y@l + 0» + ^ 
zusammensetzt. Die Bichtung der resultierenden Drehungsachse 
wird durch die drei Richtungskosinusse "^i "ö"> "ö heatimmt. 
Die Drehung & setzt sich nach denselben Gesetzen wie Geschwin- 
digkeit, Kraft und andere Vektoren aus den Komponenten zu- 
sammen, sie ist selbst ein Vektor und zwar ein Wirbelvektor. 
Die Gleichungen (3) bezw. (7) bedeuten eine bloße räum- 

1) Vgl, y. IgnatowBky.VektoranalyaiB; diese Sammlung Bd. VI,1. 
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Soeben erschien: • 

TASCHENBUCH 

FÜR MATHEMATIKER UND 
PHYSIKER 

UNTER MITWIRKUNG ZAHLREICHER PACHÜENOSSEN 

HE&AUSaBQEBXM VON 

FELIX AUERBACH UND RUDOLF ROTHE 

IN JENA IN 0I<A1]BTHAIi 



UI. Jahrgang 1918/14 



Mit einem Bildnis Friedrich Eohlrauschs 
[XU.437S.] 8. In Leinwand geb. ^6.— 



Das Taschenbuch enthält alle notwendigen An- 
gaben über Personalien, Literatur, PraktischeB 
new., hauptsächlich aber ein Gerippe des Tat- 
sachenmaterials der mathematischen und physi- 
kalischen Wissenschaften und ihrer Grenz^biete, 
und ist darum ein unentbehrliches Nachschlage- 
buch für alle Angehörigen dieser Wissenschaften, 
fttr Lehrer, Studierende und Praktiker. 



VEELAeB.9.TEÜBNEE) 



LEIPZie UND BEELIN 
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2 TMchenbach für Mathematiker und PbjBikei I9l8/li 



Einige Urteile fiber die ft*&hereii Jahrgänge. 

IlBterriehtsbllitter für Hathematik und Naturwissenschaften: 

„ . . . Die eiBtaimliche Fülle des Stoffes, die hier anf engem 
Baum, abei Bebr übersieh tlicb zneammengeitellt iit, macht das Werk 
za eiDBm Nachichlagebnch , das Jedem FacbgenoBitii auf dai 
allerwänuBte empfohlen werden kann." 

MatheaiB, Becneil matfa^natlqne: 

„ . . - Ce präcieui recueil ... est une vraie encjclop^die math^ 
matiqne et phjBiqae, avec des noticee ti^B BoignäeB snr des pointa 
difdcilea, dnee k des savants spfeialeioent compätentB," 

NatarwisseBsehaftliche Wochenschrift: 

„ . . . Die Reichhaltigkeit nndYielseitigkeit, die »ich schon beim 
Durchblättern zBigen, und die Gediegenheit des Inhalts, die sich 
dem eingehenderen Studium erEchlieSt, machen im Verein mit dar 
Qberaichtlichen Stoffanoidnung das Taschenbuch zu einem Ürien- 
tierungBmittel ron großer Yerwendbarkeit nnd Znveriäaaigkeit; 
jedem Freunde der exakten WiBsenechaften kann dabei die An- 
BchafFimg des Torxflglicheu Bnchea angelegentlich empfohlen werden." 

NatnrwiBsevacliaftlicIie BnBdsfhan: 

„ . . . Das TaBchenbuch füllt eine schon oft empfundene Lficke 
ans, indem es zom ersten Male nach dem Muster anderer Wissen- 
Bchaften die fSr Mathematiker und Physiker wichtigen Daten eu- 
samtnenatellt. Diesen sind auch noch Angaben aus der Astronomie 
mid Chemie hinzugefügt." 

Zeitevhrift für Tersicbernngswesen : 

„ . . . Die Einleitung des Taschenbuches bildet eine feiusinnige 
Wüidignng der Lebensarbeit des ^Ben, leider so früh verstorbenen 
MathematiEerB Minkowski. Einzelne flott geschriebene Artikel 
von Fachleuten über Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, 
über Mengenlehre, Zahlentheorie, Integralgleichungen, Nichteafcli- 
disohe Geometrie, VerBicherungBmathematife , Eelativitatstheorie, 
BadioaktiTität usw. kSnnen einen Leser schon sehr gut über die 
neuesten Entwicklungen in diesen Gebieten orientieren. Die Auf- 
nahme solcher Artikel in einem Taschenbuch ist sehr zu begrüßen 
und wird seine Beliebtheit steigern. Eine wirkliche Bereicherung 
stellt auch die Aufnahme der Elektrotechnik dar. Mau kann nur 
wünschen, daß das Taschenbuch zu einem festen Bestandteil unserer 
periodischen Literatur werde. Wer sich damit vertraut gemacht 
hat, wird immer wieder überrascht sein von seiner Reichhaltigkeit 
und Zweckmäßigkeit und wird es nicht mehr missen woUen." 
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Ans der Vorrede znm zweiten Jahrgange 1911. 

Die bei der orBten Eeranagabe diese» Workea ge&oßert« Än- 
nabme, ea komioe eiaem driuEdd empfundenen BedilrfniBse ent- 
gegen, hat bei Publikum und Kritik eine volle Bestätigung ge- 
funden, nnd das Bach hat sich als praktisehea Hilfamittel bei 
Mathematikern, Physikern nnd Angehörigen verwandter Gebiete 
rasch verbreitet. Es iat das um ao freudiger zu begrüßen, als, wie 
schon damals betont wurde, ein erster Jahrgang eines derartigen 
Unternehmens naturgem&S noch ein sehr unvollkommenes Bild 
dessen gibt, was beabsichtigt und erstrebt wird, um so eifriger 
wird nnamebr das Beatrebeu aller Beteiligten sein, das Buch nach 
und nach auf die Höhe und xa der Tielaeitigkeit zu bringen, auf 
die seine Benutzer Anspruch erheben dürfen. 

Es hatte sich die Notwendigkeit herauageatellt, daB in die 
Redaktion ein zweiter, mathematischer Heransgeber (Herr 
Prof. Dr. Rothe) eintrat, der dann eine völlige Neabeaibeitong 
des mathematischen Teiles in die Wege leitete. 

Ans der Vorrede znm dritten Jahrgänge 1913, 

Der vorliegende dritte Jahrgang des Taschenbuches ffli Mathe- 
matiker und Plijsiker enthält wieder mehrere neue BeitAge, nnd 
auch die Hauptabschnitte aind nnter Weglassung manches älteren 
durch neue Einfügungen bereichert worden. Die dieamaligen Bei- 
träge aind folgende: ^edrich Kohlransch (Biographie), von E.Wor- 
burg. — Kalender und Astronomie, von O.Knopf. — Mengea]ehre, 
von G. Heaaenberg. — Gruppentheorie und Galoissche Xheorie der 
Gleichnngen, von L. Bieberbach. — Der letzte Fermatsohe Satz, 
von Albert Fleck. — Integralgleichungen nnd deren Anwendungen, 
von O.Toeplitz. — Mehrdenlige Funktionen nnd Uniform isierung, 
von L. Bieberbach, — Die Internationale Mathematische Ünterrichts- 
kommiasion, von W. Lietzmann. — Analytische Mechanik, von 
H. Liebmann. — Die Quantentheorie, von A.Sonunerfeld. — Niedere 
Geodäaie, von P. Gast. — Kristallographie, Ton L. Müch. — All- 
gemfine Chemie, von Fr, Auerbach. 

Alles übrige ist, soweit mathematisch, von Rudolf Rotbe. so- 
weit phjiikahach, von Felix Auerbach, soweit literarisch oder 
personell, von beiden gemeinscbaftlicb bearbeitet worden. Unter 
den neuen Beiti^gen findet sich diesmal auch eine historische Liste 
der bedeutenden Mathematiker; eine entsprechende Liste der Phy- 
siker soll daa nächste Mal folgen. 

In das Tnbaltaverzeichnis sind diesmal auch die selb- 
ständigen Beiträge aus den fraheren Jahrgängen, in 
Klammern gesetzt, aufgenommen; ebenso enthält das 
Register, wie schon im zweiten Jahrgange, auch die 
Stichworte fiflher behandelte]: Themen. 
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Tucheabnck für Hktlieiiifttilcet und Phyiiker l91S/i« 



rriedriek KtUnuck. . . l 
Lsrd Kelvin (ITH) 
Heraani Hüktwski (H l) 

Kalender 9 

AstroHomie: Kaiendet. , iS 
BeBtimmoiig der Bahnen dei 

Kometen und Fluteten 

(1181) 

Zahlentafeln fio 

Log&rithmen 60 

Logarithmen der trigono- 

metriscben Fanktionen . 63 
LoKarithmen der Hjpetbel- 

nmlctionen bi 

ETperbelaumi ß6 

HyperbelkoBimiH 6T 

Quadratzahlen 68 

Besaeliclie' Fnaktiooen . 60, 61 

Feblermtegral 60 

Engelfonnionen . . . . 81, 63 

ExpoDeDtittlfnnktioii ... 68 

Gammaftmktioii 63 

Primsablen 63 

ElliptUohe Intettrale . . . 6S 
NumeriBohe Eonatanten, 

Reihen, NaherungiwertB 

nBw ei 

Hathematik 66 

Arithmetik und Algebra . 66 

Qnindl»en der Arithmetik 66 

Mensealebre S9 

Kombinatoiik 61 

DeteimiDanten 88 

Bilineaie und quadratische 

Fonnen 84 



InTariaotentheorie .... 86 
Algebiaiacbe G-leiebnngen . 87 
Gmppentheorie and Oalois- 
Bche Theorie der Glei- 

chun^n 90 

Sammationiformeln (end- 
liche Reiben) 9S 

Unendliche Beiben, Pro- 
dukte, Eettenbrilche, De- 
terminanten 94 

Zahlentheorie 99 

Algebraische Zahlen, EOr- 

per, Ideale 108 

Der letzte Fermaticbe 3ati lOS 
Traue seudente Zahlen 
(Dill) 

Anal^gfi 108 

Ornndlagen der Analygi« . 108 
Differenüalreohnnng . . . ItO 

Inte^p^Technong 118 

Bestimmte Integrale . . . 111 
Gewöhnliche Differential - 

gleichangen IIT 

Partielle Differentialglei- 

obungen ISO 

Integraigleicbnngen nnd 

deren Anwendungen , , 131 
Variationarechnnng (II 188) 
Eindeutige Funktionen einer 

kompleien Variablen . . 189 
Uehrdeutige Funktionen 

□nd ünifonniiierung . . ISl 
^ezielle Funktionen . . . 198 
SuiptiBche Integrale uud 

Fnnktionen 187 

EngalAmkUoDen MO 
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BeiielBche oder ZjUndei- 

fnnVtianeii 141 

FomieraoliB Beihen. ... 143 

GeoKetrie 143 

Orundlagen 14B 

Elementare Qeometrie . . 144 

Eiern entargeoiaetTiBohe 

EonBtmktioaeu 147 

Stereometrie 147 

Ebene Tiigonometrie . . . 148 

Sphärische Trigonometrie . 149 
Nichtenklidigche Qeometrie 

(Uies) 
ProjeUärität usw. , ; . . 161 
Inrolntion, A^niUt (II 172} 
AnalTtiBche Geometrie des 

PunkteB, dei Geraden 

und dei Ebene 161 
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B. SnperpositioQ der TtaiiBlation, Botation und tänml. DehauDg 7 
Hohe Dehnung, wenn sie die Form annehmen: 

(11) «/' = y^' - y - s.a; + e^y + s,e 

' «.''^ -^i'-^- ^,^ + s,y + <,'■ 
Sie lassen sich uümlich, wenn die hieraus leicht erkennbaren Be- 
ziehuagen zwischen den Koeffizienten der einzelnen Scherungs- 
glieder bestehen, durch eine einfache Koordinatentransfonnation, 
und zwar eine bloße Drehung des Achsenkreuzes x, y, z in ge- 
wisse neue Richtungen ^, ij, ^, auf die einfache Form ohne 
ScheruQgsglieder zurUckfUbren 

(12) «j=g;-| = £jB, u^-^tll—^^S,^, "{=£/-£=■«;& 
Den Beweis für die angegebene Umformung findet man in den 
Lehrbüchern der Elastizitätatheorie und ähnlichen Werken'). Die 
Gleichungen (11) nud (12) gelten übrigens nicht nur für unendlich 
kleine, sondern anch für endliche Deformationen, während die Rota- 
tionagleichungen (lO) nur für unendlich kleineDeformationengelten. 

Lagert man eine unendlich kleine Drehung nach (10) und 
eine Dehnung nach (ll) hezw. <^12) übereinander, d. h. unter- 
wirft man den Körper beiden Deformationen nacheinander, indem 
man ihn erst die Drehungen m^'*'*, « I""', «,<"■' und dann von den 
so erreichten Koordinaten aus die Dehnungen w^'*', «('*', «,'■*' aus- 
führen läßt, so erhalt man als resultierende Deformation die all- 
gemeine (unendlich kleine) lineare Deformation (3) hezw. (7). 
Die Reihenfolge Drehung-Dehnung kann dabei ohne Änderung des 
Resultates umgekehrt werden. Dieses einfache Superpositions- 
priniip gilt aber nur bei unendlich kleinen Verrückungen. 

Durch Vergleichung der Koeffizienten der allgemeinen Form 
(3) bezw. (?) mit der durch diese Superposition entstandenen 
Form der Deform ationsgleicbungen erhält man die Beziehungen 

— *=.a,_l = e„ -g-^_Oj=s,-©, g^' = o, = a^-l-©^, 

^- ^ = c, = B^-%, |^' = c,^«.+ @., ^/; = c,-l = e.. 

1) Vgl. %. B. anch H. Weher, Die partiellen DifFerentialgleinh nn- 
gen der math. Phjwk 11 § 60 ff. 

Kalfthn«: AkuiUk II. 3 
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Daraus ergeben sich umgekehrt die Drehungs-, Delmongs- und 
Scberangakoeffizienten als Funktionen der Koefßzienteu der all- 
gemeinen Form (3) bezw, (7) 



(14) 



1 /»«. 



■ 2 V93:' 5y 7 



1 /a«^ 8«^\ 1 ,, , 9«, 



'.-4(^ + '^)-Tft + «.)- 



In der Bezeichnungswelse der Vektorrechnung sind 2 0^, 2Ö , 
3 9, die Komponenten des als „Rotation des VektorB u" bezeich- 
neten neuen Vektors 2@~rotu, also 

(15) 9,= -i-rot^w, Ö^ = yrot^«, Ö. = yrot,«. 

Übrigens kommen die starren Rotationen für die Akustik nicht 
in Betracht. 



Djnamik der elastischen ESrper. Kräfte, Bewegnngs- 
gleichongen und Elaytizitätskonstanten. 

6. Deformiereade Eräfte und elaatiaohe Heaktionakräfte. 
Bei der linearen — sowohl der endlichen als auch der unendlich 
kleinen — Deformation wird nach Nr. 3 jede Ebene bezw, jedes 
ebene Flächenelement in dem Körper sowohl in Richtung ihrer 
Normalen, d. h. senkrecht ?.u sich selbst, als auch in ihrer eigenen 
Ebene d. h. parallel verschoben. Diese Verschiebungen werden 
von den deformierenden Kräften bewirkt, die senkrechte 7on der 
Normalkraft (Druck bezw. Zugkraft), die parallele von der 
Tangentialkraft oder Scbernngskraft (Schubkraft). Die 
Normalkraft wirkt senkrecht zu dem Flächenelement da, die Tan- 
gentialkraft in der Ebene von da. Beide zusammen ergeben die 
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6. Blastische Eiäfte und RmktionskiElfte. 7. Spumnngaznatuid 9 



reiultiereDde Kraft, die im allgemeines schief gegen das FUchen' 
element gerichtet ist. Nur wenn keine scherenden Kraft« vor- 
handen sind, wie es bei idealen reibungslosen FlClssigkeiten und 
Gasen immer der Fall ist, reduziert sich die resultierende Kraft 
auf eine stets senkrecht wirkende Druckkraft. 

Der Ausdruck „Kraft, welche auf eine FlKohe bezw. ein Flacbeu- 
element wirkt" bedeutet, daB diese Kraft auf ein mit Masse er- 
fülltes Raumteilchen (Volumen element) des Körpers, dessen Be- 
grenzung ganz oder znm Teil von jenem Flachen element gebildet 
wird, durch Yermittlnng dieses FlBchenelementes von dem benach- 
barten Raumteilchen ausgeübt wird. Denkt man sich den Angriffs- 
punkt dieser Kraft aus dem Raumteilchen an seine Oberfläche, 
also an das Fl&chenelement verlegt, so erhalt man die als Flftchen- 
kraft bezeichnete Kraft, von der hier die Rede ist. 

Ein aus dem elastischen KSrper beliebig herausgeschnittenes 
Raomgebiet unterliegt an jedem seiner Oberfl&chenelemente einer 
Einwirlnmg des angrenzenden AuBengebietes, welche man durch 
die aus Normal- und Tangentialkraft resultierende Kraft S^da 
darstellt. Der Index n deutet die Normalenrichtung des Ober- 
ÖKchenstfickes da an, auf welches die Kraft wirkt, nnd zwar soll 
n im allgemeinen die nach dem Inneren des betrachteten Raum- 
gebietes weisende Normale sein. 

Die gleiche Kraft, welche die Umgebung auf das betrachtete 
Raumelement ausSbt, ttbt dieses rückwärts in entgegengesetzter 
Richtung als Reaktion auf die ümgebnng aus. Beide Wechsel- 
wirkongskräfte znsammen ergeben den elastischen Spannungszu- 
stand in dem Kfirper. Dieser variiert im allgemeinen von Punkt 
zu Punkt nach Grtiße und Richtung. 

7. SlastlBOher SpajmungazuBtaiid. Tensortrlpel und 
Hauptdrüoke. Genau so wie eine Kraft als eine gerichtete GrSße 
durch einö in der Richtung derselben nach dem Angriffspunkt 
hin- oder von ihm fortzielende Strecke dargestellt wird, kann 
diese Wechselwirkung, die Spannung, ebenfalls eine gerichtete 
GrCße, durch zwei gleich groBe in entgegengesetzter Richtung von 
dem Angriffspunkt, dem Flächenelement da, fort- oder zu ihm 
hinweisende Strecken dargestellt werden. Die Kraft ist ein Vektor, 
die Spannung ein Bivektor oder Tensor. Größe und Richtung 
der den Tensor darstellenden Doppelstrecke in jedem Punkt des 
Baumes gibt Grtiße nnd Richtung der dort herrschenden Spannung 
an. Gegenüber dem durch einen einfachen Vektor darstellbaren 
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Kraftfeld, z. fi. einem elektrisctBii oder magnetischen Feld, tritt. 
aber bei dem durcb Tensoren darzuBtetlflnden Spannungsfeld eine 
Komplikation auf. Der Eraftvektor stellt die Wirkung auf einen 
Funkt dar nnd ist an jedem Punkt des Feldes eindeutig als Funk- 
tion der Lage dieses Punktes bestimmt; der Zustand ist also an 
jedem Punkt durch drei Bestimmungssttlcke ausdrückbar. Anders 
bei dem Spann nngsfeld. Der Spannungsznstand an irgend einem 
Punkte, d. h. die Wirkung, welcher ein dort befindliches Flächen- 
element unterliegt, bfingt außer von seiner Lage, d. h. vom Orte, 
noch TOn der Orientierung des Elementes ab, die durch die Rich- 
tung seiner Normale angegeben wird. Bei drei bestimmten, zu 
einander senkrechten Orientierungen erleidet das Flachen element 
nur senkrechten Druck oder Zug, bei allen anderen Orientierungen 
wirkt der Druck schief gegen das Element, zeri^llt also in einen 
Normaldruck nnd einen Scherungsdruck. Zur vollen Oharakteri' 
aiening des Spaonungszustandes sind deshalb sechs Bestimmungs- 
stücke nötig, etwa drei Winkel, welche diese ans gezeichneten Rich- 
tungen der Fl Sehen normale gegen die Koordinatenachsen festlegen, 
und die Werte der drei Drücke in diesen Richtungen. Das be- 
deutet: man kann den Spannungszustand an jedem Punkt fOr jede 
Flächenricbtung durch die drei zueinander senkrechten Uaupt- 
sp&nnungen {Hauptdrücke) darstellen. Der Spannungszustand 
ist durch drei Teilten soren, ein Tensortripel'), darstellbar. Die 
Richtungen der Hauptdrücke sind die Hauptdmckachsen. 

Statt von dem Tensor, der Kraft und Gegenkraft zusammen- 
faßt, kann man auch von der auf ein Fl&chenelement wirkenden 
Kraft allein sprechen und mit ihr rechnen, wenn mau nur immer 
eingedenk bleibt, daß stets die gleich große Gegenkraft zugeh3rt. 
Die Kraft Ä^dta kann man wie jeden Vektor in Komponenten zer- 
legen und zwar in verschiedener Weise. Anstelle der Kraft ^^da> 
betrachten wir gleich die Kraft, welche auf die Flächeneinheit 
wirkt, d. h. den Druck S!„. Dieser laßt sich in den Normaldruck 
(Druckspannung) 91^ und den Tangentialdruck {Schubspannung) X, 
zerlegen, welch letzterer auch noch weiter in zwei zueinander senk- 
rechte Schubspannungen %^ \ini%J' zerlegt werden kann, aUoz.B. 
{1) SJ'^ V + %* ^ 9l„» + 3:„' ' + !„'". 

Andererseits kann man auch in die drei Komponenten parallel 
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8. Teneorkomponeaten niiii Bewegongsgleichnngen 11 

den Koordinaten&chsen ir, p, e zerlegen 

(2) ß,' = V + 9n* + 3,* 

oder mit Einfäbrang der Richtungskoaiiitisse ftlr die Winkel 
zwischen den Eomponenten und der resultierenden Kicbtung, 

nämlich cos (x, ß.) = — " usw. 

K 

(3) fi. = S, cos {p, fij + ?), cos (y, S,) + 3, cos {z, fij. 

8. Die Teneorkompouentea and Bewegungsgleiobangen. 
Nun wird in der Elaatizit&tatheorie gezeigt, daB sich jeder dieser 
drei Drücke S„ J),,, 3^ als R«sultierende von je drei Komponenten 
3E,, I^, S,; ?)„ ?) , ?),; 3,, S^, 3, darstellen läßt, die zusammen 
die neun bzw. sechs (vgl. unten) Komponenten des Tensors S, der 
elastischen Spannung sind. Es sind das die Druck- und Schub- 
spannungen in BichtuDg der Achsen x, y, t, welche auf senkrecht 
zu diesen Achsen gelegene Flach enelemente wirken. Die großen 
Buchstaben geben die Bichtung der betreffenden Kraftkomponente 
(z. B. X die Komponente in der a^-Bichtung), die Indizes geben die 
Normal enrtchtung des FlSchenstückes an, auf welches die betref- 
fende Komponente wirkt. Es gelten die Qleicbungen 

|j£„ = 3c, coa (x, n) -J- X, cos (y, «) -|- X, cos (e, n) 
% = D, «OS (x, n) + % cos (y, n) + % cos {t, n) 
3, - 3« cos (x, n) + 3^ cos Cy, m) + 8. cos («, «) . 
Aas einer weiteren dynamischen Betrachtung folgt noch die Ein- 
schränkung, dafi die Schubspannungen paarweis gleich sein mässen, 
also 

(5) B.-I,, 8,-8.. s.-3„ 

wodurch die Zahl dar Komponenten von neun auf sechs verrin- 
gert wird. Der Beweis für die Gleichungen (4) und (5) muß hier 
wegbleiben. Er folgt daraus, dafi im Qleichgewicbtsznstand sämt- 
liche an einem Körper angreifenden Kr&fte sich in alleit möglichen 
KomponentenrichtuDgen gegenseitig die Wage halten müssen. Das 
gilt natürlich auch für jedes Eaumelement des Körpers. Nimmt 
man ein parallelepipedisches Raumelement, so führt die Forderung, 
daß die Drehmomente (resultierenden Kräftepaare) verschwinden 
müssen, auf die Gl. (5). Die andere Forderung, daB auch die re- 
sultierenden Bestkrälte verschwinden müssen, bzw. bei Bewegung 
den beschleunigenden Kräften (Masse mal Beschleusigimg) gleich 
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sein mflssen, gibt die drei DifFerenti&lgleichuDgeD der Bewegung, 
kurz Bewegungsgleichnngen genannt, 



(6) 






'df- 



^ + 
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wobei noch mit X', g', 3' ^^ Komponenten etwaiger Volnmen- 
kräfte bezeichnet sind, z. B, Gravitation, die auf die Masse des 
Ramnelementes ale Femwirkungakräfte wirken; q ist die Dichte, 
U» ityi ^, ^^^ 'U° Geschwindigkeitskomponentea des Banm- 
eiementes. 

9. Die elastlBOhen Eiilfte als lineare Funktionen der 
Verrüoknngen. Fonn&ndemngBarbeit. Um die Bewegnngs- 
gleichungen (6) anwenden zu können, mnB man die Kräfte als 
Ortsfunktionen kennen. Die Volnmenkrftfte 2', §', ß' müssen 
direkt als Funktionen der Koordinaten gegeben sein. Die elasti- 
schen Fläcbenkräfte, welche auf das Eaumelement dt von der Um- 
gebung ausgeübt werden, bangen vom Defoimations zustand ab. 
Der Spannungszustand muS also als Funktion des Deformations- 
znstandes gegeben sein, and es gilt daher, die Form dieser, die Ab- 
hängigkeit vermittelnden Funktion für belietiige Körper zu finden. 
Diese Aufgabe wird für verschwindend kleine Deformationen durch 
das Hookesch« Gesetz gelöst, nach welchem die erzeugte Defor- 
mation der wirkenden Kraft direkt proportional igt. Daher ist auch 
umgekehrt die infolge Deformation entstehende Eeaktlonskraft, die 
elastische Spannung, der Deformation direkt proportional. ,Die8 
Gesetz ist flir gewisse einfache Fälle von Deformationen experi- 
mentell bestätigt und wird verallgemeinernd auf alle unendlich 
kleinen Deformationen angewandt. Da diese letzteren aber in erster 
Näherung immer als lineare angesehen werden können, so ergibt 
sieh daraus die Wichtigkeit der linearen Deformation tüx die 
Theorie. Von der Gesamtdeformation kommt übrigens hier nur 
immer die räumliche Dehnung, d. h. die Formänderung in Betracht. 
Translation und Rotation, bei denen keine Formänderung statt- 
findet, ergeben keine elastischen Kräfte. 

Nach dem Hookeschen Gesetz sind die Spannungen lineare 
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Funktionen der sechs Deform ationsparameter^) (linearen Dehnungen 
und Scherungen) e^, e^, e,, s^, s^, s,, die sich nach (14) in Nr. & 
auch durch die Differestialquotiecten der Komponenten u^, u , w, 
der unendlich kleinen nichtlinearen Deformation aasdrtlckeu lassen. 
Aus diesem Gesetz folgt, daB die Arbeit, welche die elastischen 
Kräfte bei ii^nd einer Formänderung leisten, bzw. die gegen sie 
von den Süßeren Kräften geleistete Arbeit (Formänderungs- 
arheit) eine homogene quadratische Funktion der sechs Deforma- 
tionsparameter ist. 

Im allgemeinsten Falle erhält man die Bechs Tensorkomponen- 
ten X,, Xy . . . alB lineare Funktionen von e„ e^ . . . mit 31 von 
einander unabhängigen konstanten KoeiSzienten (Elastizitätskon- 
stanten). Dies gilt för Kristalle mit der geringsten möglichen 
Symmetrie. Je gröBer die Zahl der Sjmmetriegrade wird, desto 
kleiner wird die Zahl der Konstanten, bis sie Bchließlich im Fall 
des isotropen homogenen Körpers, der Kr die Akustik allein in 
Betracht kommt, anf zwei nnahhängige Elastizitätskonstanten her- 
absinkt. Bezeichnet man diese mit — X und — l', so erhält man fOr 
die Spannnngskoraponenten in isotropen Körpern die Ausdrücke*) 

(7) h, l(«, + e, + 0~2i'e,, S, = 3^ 2i\ 

\8.= -K«^ + e,+ e,)-2X'e„ D^ = S, = -2l's. 
oder für nichÜineare aber unendlich kleine Deformationen u mit 
den Komponenten u,, u , u. 



(8) 



1) Q. Eirchhoff nnd mit ihm andere Antoren haben dafür die 
Bezeichnungen x^, jfy, z statt «^, e^, e, nnd y, ="*[• 'i^^'i ^g=' Vi 
statt 2«,, 3«y, S«,. Es kommen auch noch andere Bezeichnungen vor. 

S) Die negatirea Vorzeichen aind gewählt damit l und 1' selbst 
poaitiTe GröBen werden. Die Gl, (7) milsaen auf der rechten Seite 
negative Vorzeichen haben, damit die Spannungen iC^ usw. den der 
Deformation entaprecheadeu Richtungseinn erhalten. Bei positiver 
Dehnung (Dilatation) müssen die QräSen X, usw. negativ werden, bei 
negativer Dehnung positiv, da lie immer die vorhandene Deformation 
rflckgängig in machen snchen. 



j,— ui,„-2r|^-, 


8, 


= 9. = -''(^ + l^) 


9,— i.ii,„-2.-«;>, 


3£. 


-8. = -^^ + ^ 


3, ldiTM-2i' g"^', 


B. 


-^.-'■(I^a 
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wobei 

ist (vgl. auch Nr. 4). 

Die 61eicIiungeD (7) lassen sich leicht ableiten, wenn man 
auf die Hauptdräcke PtyP„tPr zurückgeht. Die Hauptdmckachsen 
fallen hei isotropen Korpern aus SymmetnegrÜnden mit den Hanpt- 
dehnungsachsen |, i], f; (vgl. Nr. 4) zusammen. Die Hauptdrücke 
können nun als lineare Funktionen der Hanptdehnungen t^,t ,e^ 
nur folgende Form haben, die hier die allgemeinste mögliche ist, 

(10) "^ ^'i-B^ + 'c); P, J.,--B(.t + .£)i 

Setzt man 

(11) B=-i, A — B=2l', 
so l&ßt sich (10) umformen in 

fPr l(*i + *, + S:)-2A'£5 = -AD-21'£j 

(12) .L i(Ej + a^ + ,^)_2r.,^-AZ>-2A'., 

U KH + ', + 'c)-^^''i ID-il'B^. 

Durch einfache Koordinatentransformation (Drehung des Achsen- 
kreuzes in die Lage x, y, e) erhält man hieraus die Ol. (7). 

10. Die .GrenEbedlngimgen tOx die elaBtisohen Kräfte. 
Durch die Gleichungen (6) und (7) — eventnell unter Einflliirung 
andrer Elastizltätskonstanten (vgl. Nr, 11) — sind die im Innern 
des elastischen Körpers zu erfüllenden Bedingungen gegeben. Außer- 
dem müssen aber noch die GrenzbediDgungen berücksichtigt werden, 
d. h. die Bedingungen, welche an der Grenzfläche des Körpers ge- 
gen andre Körper, also tua seiner Oberfläche, gelten. Offenbar müs- 
sen zwischen den von auBen auf die Oberfläche wirkenden Drücken 
und den Spannungen im Inneren gewisse Beziehungen bestehen, 
lu der allgemeinsten Form ist die Grenzbedingung nichts anderes 
als die auch im Inneren geltende Bedingung, daß Wirkung und 
Gegenwirkung auf jedes FlBchenelement einander gleich sein müssen. 
Ist also dm ein Element der Grenzfläche zwischen deu Körpern 1 
und 2 und ist «j die Normale nach dem Innern von 1 hin, so 

(13) ^il'^ff'jf- 

D.q,t,:scbyG00glc 
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Der obere Indez bedeutet, dafl die Kraft bezw. Spannung im Inne- 
ren des betreffenden Körpers luunittelbar an der GrenzfltLcbe ge- 
meint ist. Gl. (13) besagt, daB die resultierenden Drücke au den 
GrenzflSchen stetig sind. Das gilt auch fOr ihre Komponenten in 
irgendwelchen Richtungen, z. B, £,, $,, 3,- ^^ gilt aber nicht 
oder braucht wenigstens nicht zu gelten für die Tensorkomponenten 
X^, X , ..,, in die man £, usf weiter zerlegen kann. 

Die von außen wirkenden Kräfte müssen gegeben sein. Dann 
sind die im Körper unmittelbar an der Oberfläche vorhandenen 
Spannungen bekannt und das Problem ist bestimmt. Vielfach sind 
übrigens bei akuatiBchen Problemen die äußeren Oberfläcbenkr&fte 
gleich Null — z. B. bei allen Eigenschwingungsproblemen — wo- 
durch sich die Rechnung vereinfacht. 

11. Die MastisitätBkonatuiteii. Im Geltungsbereich des 
Hookeschen Gesetzes bSngen die Kräfte linear mit den YerrOckun- 
gen zusammen; sie sind ihnen im einfachsten Falle — wenn nnr 
eiue Verrfickung in einer Eoordinatenrichtung vorhanden ist — 
proportional. Die Proportionalität skonstanten in den Gleichungen, 
welche diese Beziehungen darstellen, sind Materialkonstanten und 
werden als Elastizitätskonstanten bezeichnet. Je nach der 
speziellen Form der Deformation, die man wählt, kann man ver- 
schiedene Elastizitätskonstanten an einem und demselben Material 
unterscheiden. Sie sind aber nicht alle voneinander tmabhBngig. 
Bei isotropen Körpern ^ibt es nur zwei unabhängige solcher Kon- 
stanten, z. B. die in Nr. 9 eingeführten Größen iL und l'. Es sind 
immer soviel, wie es typische, voneinander wesentlich verschiedene 
Deformationen gibt; das sind bei isotropen Körpern zwei, näm- 
lich Dehnung und Scherung. Danach wäre es scheinbar am ein- 
fachsten, als Elastizit&tskonstanten die zu einer einfachen linearen 
Dehnung und einer einfachen Schening gehörenden Proportio- 
nalitätsfaktoren einzufahren. Das macht aber praktische Schwierig- 
keiten, weil man z. B. eine Deformation, die nur in einer linearen 
Dehnung ohne gleichzeitige Querkontraktion besteht, nicht durch 
eine einfache an dem Körper angreifende Kraft verwirklichen 
kann, sondern dazu ein kompliziertes Kraftesystem braucht. Als 
praktisch gebrauchte Blaatizitätskonstanten oder Elastizitäts- 
moduln bat man daher solche Proportionalitätsfaktoren einge- 
führt, welche leicht zu erzengenden Deformationen entsprechen. 
Das sind 
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1. der Delmnngsmodul E (auch Elaatizit&tsmodal der Dehnnsg 
oder Elastizit&tsmodul schlechthin, in England Yoongscber Mo- 
dul genannt), 

2. der Torsionamodul F (auch Gestalts-, Gleit-, Scheniugs- 
oder Schieb ungsmodnl oder auch zweiter Elastizit&tsmodol ge- 
nannt), 

3. der Yolumenmodul k (Modal der Yolumenelastizitftt, Eom- 
presBionamodul) ^), 

4. die Elastizitätszahl |U (Foissonsche Eonstante).') 

Die gemeinsame Definition der unter 1. bis 3. genannten Moduln 
igt diese: 

Elastizitätsmodul ist das YerhKltnis der Beanspruchung (Druck- 
oder Zugkraft pro PUcheneinheit) zu der durch sie erzeugten spe- 
zifischen Deform&tion der Längeneinheit bezw.Volumeneinheit (line- 
aren Dehnung e, Scherong ä und räumlichen Dilatation D). DerVolu- 
meninodnl gilt für die räumliche Dilatation D, die durch einen allseiti- 
gen Zug p erzeugt wird. Der Dehnungsmodnl E gilt für eine sog. 
axiale Dehnung e, d. h. eine durch einen Längszag o bewirkte 
Dehnung mit gleichzeitiger Eontraktion senkrecht zur Dehnuugs- 
richtung. Der Torsionsmodul F gilt fflr die einfache oder, was 
keinen unterschied ausmacht, für die Doppebcherung d(Tgl. Nr.3), 
die durch eine Schubspannung t erzeugt wird.^) In Formeln aus- 
gedrückt ist also 

(14) *-J, £-f y-i. 

Die Elastizitätszahl (x ist das Verhältnis der Querkontraktion zur 
Längsdehnung bei der axialen Dehnung, 

Zwischen den genannten vier ElastizitBtskonstanten, sowie zwi- 
schen ihnen und den früher eingeführten Konstanten X und l be- 
stehen bestimmte Beziehungen; durch je zwei von ihnen lassen 
sich immer alle anderen ansdrilcken. 



1) Der reziproke Wert des KompreagionamodnlB k ist die Eom- 
piessibilität K=-r-- 

2) Die hier beoutzten Bnchstaben E, F, k, y. sind die in Dentsch- 
Und meist üblichen. Yon auHländiachen Autoren werden dagegen viel- 
fach andre Bezeichnnngen gebrancht, z, B. in England q lüi E und 
n für F. 

3) Die Bezeichnunffen e und t für Druck- und Schubspannungen 
sind die in der Technik häufig gebrauchten. 
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Einige der wichtigsten Beziehiiiigeii sind 



(15) 



' 1 + 1' ^F+Zk 
FE 



y -F(g— S-F) afp 

a""" iF~E "i— S(i 



(-?) 



9F— SB 8(1 — 2V)~^+ 8 " K 
X ik~2F E— Bf 

^ '*"2(1 + 1') S(8t + F)"° 2F 

Die Defiuitionagleichungen (14) der Elastizitätsmoduln setzen line- 
are Derormationen und lineare Abhängigkeit zwischen diesen und 
den Ki&ften voraus. Wo diese Torausaetzungen nicht streng erfBllt 
sind, kann man die Gleichungen (14) doch beibehalten, indem man 
unendlich kleine Verrflckungen betrachtet. Statt D, e, S nimmt man 
die unendlich kleinen Zuwächse dD, de, dS der Dehnung, Soherung 
usw. imd statt p, a, x die Zuwächse dp, da, dx dieser Spannungen. 
Die Definitionen (14) gelten in dieser neuen Form ganz allgemein. 
19, Die IsothormeQ und adiabatinolieii ElsatinitHtsmodiiln. 
Bisher sind die Deformationen usw. rein mechanisch ohne Rück- 
sicht auf sonst noch dabei auftretende Änderungen (Abkühlung, 
Erwärmung n. dergl.) behandelt worden. Solche physikalischen 
Andenmgen des Zustandes treten bei elastischen Deformationen 
nnter umstanden auf; in Betracht kommen übrigens nur thermische 
Zustandsänderungen. Mit diesen sind auch immer Änderungen 
der elastischen Konstanten verbunden. Die bei konstanter Tem- 
peratur stattfindenden Deformationen sind isotherme Deforma- 
tionen, die Konstanten also die Isothermen Elastizitäts- 
moduln Ef, F^, h^. Diese Größen gelten für langsam verlaufende 
Deformationen, bei welchen der Wärmeaustausch mit der Um- 
gebung die Temperatur merklich konstant halt, so daß die durch 
die Deformationsarbeit erzengte Temperatarändening nicht zur 
Geltung kommt. Bei anvollkommenem Wärmeaustausch werden 
die durch den gleichen Druck erzeugten Deformationen andere, 
weil die dabei entstandene Temperatur&nderong eine rein ther- 
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mische Deformation (Delmung bezw, Kontraktion) zu der mecha- 
nischen hinzufügt. Am st&rksten ist der Unterschied bei gänzlich 
gehindertem Wärmeaustausch, mit dem natflrüch die größte Tem- 
peratur&nderung verbunden ist, also bei adiabatischen Yor- 
gttugen. Die zngehörigen Moduln seien E^, F^, *„. Ob der 
Würmeanstansch durch eine w&rmeundurchlässige Schntzbfille ver- 
hindert wird, oder dadurch, daB der Vorgang zn scliDell verlBuft 
am eine merkliche Wfirmeäbertragung durch Leitung oder Strah- 
lung von der Deformationsatelle aus zu gestatten, ist gleichgültig. 
Bei den akustischen Schwingungen ist das letztere der Fall. Die 
Verdichtungen und Verdünnungen (bei Longitudinalschwingungen) 
wechseln an einem und demselben Punkt so schnell, daB die dabei 
entstehende Erwärmung oder Abkühlung auf die deformierte Stelle 
selbst beschränkt bleibt. 

Die adiabatischen und isothermen Elastizitätsmoduln stehen 
in einer einfachen aus der mechanischen Warmetheorie abzuleiten- 
den Beziehung Nach den Gesetzen der Thermodynamik Ußt sich 
die Temperaturänderung dT berechnen, welche eine adiabatisoh 
erfolgende Längen- bezw. Volumen dilatation de bezw. dD hervor- 
ruft, die ihrerseits durch den Längszug dP= qda bezw. durch den 
allseitig wirkenden Zug dp erzeugt wird. Es gilt für einen Körper 
vom Voliunen v unter der Wirkung des allseitigen Zuges p, bezw. 
für einen geraden Stab vom Querschnitt q und der Länge l unter 
der Wirkung des Längszuges P='qa, wenn die Masse beidemale 
mit m bezeichnet wird 
(16) aT—^^-ii^^^äp 



bezw 



/^'^ ^„_ T ,di\ 



Die Indizes p und P bezw. a hei den partiellen Differentialquotienten 
deuten an, daß die betreffende unabhängige Variable p bezw. e, 
von welcher Volumen und Länge außer von der Temperatur T 
noch abhängen^), bei der Differentiation konstant zu halten sind; 

1) Das Volumen (bezw. im zweiten Fall die Länge) wird bei ge- 
gebener Maiae des Körpers durch die änBeren Ums^ude bestimmt, 
und diese sind hier durch Temperatur und Druck (allgemein durch 
irgend zwei unabhängige Zuatandagrößen) gegeben. Die Verbindung 
dieser drei augenl^ligen Zustand agröBen v, T, p bildet die für jeden 
Körper charakteriatiacbe Zustandsgleichung. Durch sie iat eine dieser 
drei Großen aU Funktion der beiden anderen bestimmt. 



5y Google 



13. Isotherme und adiab»tische Elutizitiltsmoduln 



^ist di« epezifisclie Wärme bei konstantem Druck, mc also die 
WftrmekapazitSt bei konatantein Druck and zwar in mecba- 
niscbem Maß, als Ärbeitsgröße, gemessen.^) 

T ist die absolute Temperatur, also 2"— 273* + '''i wo t vom 



Eisschmehpunkt an rechnet. Die DifiereatialquotieDten 



<dif. 



und i^f] messen die thermische Aasdehnung bei koDstantem 
Druck and lassen sieb durch die bekannten tbermiäcbeu Äua- 
debnungskoeffizienteo ausdrücken, die ftir eine mit der Temperatur- 
erhöbnsg proportionale Ausdehnung gelten. Wenn uftmlich (bei 
konstant bleibendem Druck) gilt 

»~i>o(l+«() = i'o(l +«[T-273]), 

l = 1,(1 -{-ßt)^l,(l+ß[T- 273]), 

wo « der kubische, ß der lineare Ausdehnungskoeffizient, Vg bezw. ^g 

Volumen und Länge bei 0" C. und dem gegebenen Druck ist, so wird 

(18) (13^=..., Q-,J. 

Die Masse m ist durch das Produkt aus Volumen und Dichte zu 
ersetzen 

(19) m = i'p = i-opo = igp — 'o9oPof 

wo e die Dichte ist, und die Werte mit dem Index fftr die Tem- 
peratur 0" C. und den Druck p gelten. Führt man dies in (16) 
und (17) ein und berücksichtigt, daä 

(20) da = E^dc„ - £„ ^1 , dp = - Jc^dD^ --K ^*) 
ist, so gehen diese Gleichungen Über in 

(16a) dT = 

(17a) (ir^ 



5-M-.= 


Takadv 


-.^^^.i.— 


T§Ea dl 



1) Wenn, wie in der Physik üblich, alle Größen in Zentimeter, 
Gramm nnd Sekunden gemessen werden (Z.-G.-S.-sjetem), so mufi 
cp in mecb&niecben C.-G.-fi.-EiDheiten, d, b. in Erg angegeben 
werden. SoU bb in Kalorien angegeben werden, so muß rechte im 
Nenner noch der Faktor 4,19. 10' hinzutreten. 

2) Das negative Vorzeichen ist hier zu nehmen, weil p nicht Zag, 
sondern Dnick, Da aber die Dilatation, nicht Kompression bedentet. 
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In der letzten Formel ist noch der kleine Unterschied zwischen 
l^ und l bzw. 9o und q vernacfaläBsigt, was bei festen Körpern und 
Flüssigkeiten einen nur unmerkliohen Fehler bedingt, wenn die 
Temperatur nicht sehr weit vom Nullpunkt entfernt ist, da die 
Ausdehnungskoeffizienten für diese Körper sehr klein sind. 

Zu beachten ist, daß die Änderungen dv, dl, dT sich auf 
adiabatische Vorgänge beziehen. 

L&Bt man nun die DehnuQg durch den gleichen Zug isotherm 
erfolgen, so kommt zu der adiabatischen Dehnung de^ bezw. dD^ 
noch die thermische Längen- bezw. Volumen Änderung hinzu, welche 
der Temperatur&nderung dT entspricht, also §dT bezw. adT, so 
daB die gesamte isotbenne Dehnung wird 

(22) det-'de, — ßdT = de„ + ^^-de„. 

Daraus ergibt sich das Verhältnis zwischen dem adiabatischen 
und isothermen Elastizitätsmodul, das gleich dem reziproken Ver- 
hältnis der zugehörigen Dehnongen ist 

(23) *i_^_i + l!^, 

*■ -' Ei dea ^ «cp 

Diese Quotienten sind im allgemeinen bei festen Körperu und 
Flüssigkeiten nur wenig — um einige Tausendstel — von 1 ver- 
schieden*), der isotherme und adiabatische Modul sind also bis 
auf einige Tausendstel ihres Wertes einander gleich, daher prak- 
tisch als identisch anzusehen. Nur bei Gasen, bei denen natflrlich 
nur die Volumenelastizität k in Betracht kommt, sind k^ und ft, 
stark voneinander Ter^phieden, weil hier der kubische Ausdehnungs- 
koeffizient B viel größer ist als bei festen und flüssigen Körpern. 

13. Die XlastizitSteniodulii der vollkommenen QaBO. Beide 
Moduln — isothermer und adiabatischer — lassen sich für ideale 
Gase, deren Zustand sgleichung als Boyle-Mariotte-Gay-Lus- 
saosches Gesetz bekannt ist, berechnen. Die Zustandsgi eichung 
lautet 



I) Vgl. E. Gtüneisen, Anualen d. Physik (4) 22, (1907), S. 848. 
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(35) pv-pM^ + «t)-p,v^.,T 

oder mit Einfübrung der Dichte ^ statt des speziäschen Volnmena 

(Volamens der Masseneinheit) v 

(25a) £ = £•(! +„()_?a^^. 

Hier ist a der thermische ÄuadehnuugskoefSzient der idealen Gase 
mit dem Wert 0,00367 oder 1/273; p^, ist ein willkürlich aus- 
gewählter Wert des Druckes, der als Druckeinheit gilt, gewCha- 
lieh 1 Atmosph&re'), «ig ist das Yolumeo, welches die Gasmasse 
bei diesem Drucke p^ und der Temperatur i =■ O" C. d. h. 
T~273® abs. einnimmt, p^ die Dichte unter denselben Bedin- 
gungen. Aus (25) bezw. (35a) gehen das Boyle-Mariottesche 
isotherme Druckgesetz und das Qay-Lnssacsche isoplestische 
Änsdehnungsgeaetz 

als Spezialformen hervor, indem man die Temperatur bzw. den 
Druck konstant hält; Vj, mid Vg sind die Volumina bei der Tem- 
peratur T, und dem Druck p^ l*^w. 0* Geis, und dem Druck p, für 
welche Örößen nach (25) offenbar gilt 

(2') ^,,.-«.Cl + .l)— '.«r, ,„-'~f- 

Aus der Zustand sgleichung oder dem isothermen Druckgesetz läßt 
sich der (Volumen-) Elastizitätsmodul sofort durch Differentiation 
ableiten. Er ist nach Nr. 11 allgemein definiert als (unendlich 
kleine) Druckzunahme dp, dividiert durch die zugehörige relative 
Volumenzunahme — , die bei positiver Druck Steigerung natürlich 
eine negative Zunahme (Volumen Verkleinerung) und daher mit ent- 
gegengesetztem Zeichen zu benutzen ist, damit der Modul einen po- 
sitiven Wert bekommt. Zu berücksichtigen sind aber die äußeren 
Bedingungen, beim isothermen Modul Konstanthal tun g der Tem- 
peratur, beim adiabatischen Vermeidung äußerer Wärmezu- bzw. 
abfuhr. In beiden Fällen kommt für die Berechnung nur das aus 
der allgemeinen Zustandsgieichung abzuleitende Druckgesetz, 
kir-Gew, „Djnen 



1) Eine Atmosphilre ist gleich 1,033- 
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welcbes Volumen and Druck miteinander verbindet, in Bebracht; 
im ersten das isotherme (Boyle-Mariottesche) Gesetz (26), im 
Eweiten das adiabatiscbe Druckgesetz 



"=:-)■ 



wobei K (häufig aach mit y oder le bezeichnet) das VerhSltnis der 
spezifischen Wärme bei konstantem Druck c zur spezifischen Wftrme 
bei konstantem Volumen c, ist. 

Durch Differentiation erhält man aus (36) und (26) 



Der adiabatische Elastizitätsmodul ist also größer als der isotherme, 
maximal im Verhältnis 1,67:1 (bei den einatomigen Oasen wie 
Helium, Quecksilberdampf usw.), bei anderen Oasen in geringerem 
Grade (bei Sauerstoff, Stickstoff — auch Luft — , Wasserstoff und 
anderen zweiatomigen Gasen ca. 1,4:1). 

Die Elastizitätsmoduln zeigen sich hier abhängig vom Druck, 
sie nehmen mit waohsendem Druck zu. Eine entsprechende Ab- 
hängigkeit ist experimentell auch für den adiabatischen Elastizi- 
tätsmodul E^ fester Körper (Metall drahte) nachgewiesen worden.^) 
Nur nimmt hier E^ mit wachsender Spannung ab, doch ist die 
Änderung viel geringer als bei den Oasen. 

14. Die KontiUuitKtagleiohung. Findet Dila.tation statt, so 
ändert sich die Dichte. Die Geschwindigkeit, mit der die Dila- 
tation erfolgt, hängt mit der Geschwindigkeit der Dichte Änderung 
eng zusammen. Ein beliebiges Masseteilchen m des Körpers habe 
zur Zeit t das Volumen x, seine Dichte sei p. Seine Masse m^-t^ 
ist konstant, also ergibt sich durch Differentiation dieses Produktes 

(SO) y + v-o- 

Das zweite Glied links ist aber die unendlich kleine räumliche 
Dilatation, welche an der Stelle des Uassenpunkt«s m stattge- 
funden hat, kann also durch einen der Ausdrücke (9) in Nr. 4 
ersetzt werden, so daß man (30) z. B. schreiben kann als 



(30.) ä, + f^,.-d, + ,{\'- + '-^ + \';)-i>. 
;i9io), s. 
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, Annalen d. Physik (4) Bd. 31 (1910), S. 1. 



14. Die EoutinnitätBgleichQH^ 



Finden die ÄnderuDgen in dem Zeitelement dt statt, so erh&lt 
man durch Division mit dt, d. h. mit anderen Worten dnrch Dif- 
ferentiation von m = ^T nach der Zeit t die Geschwindigkeiten der 
Änderungen. Setzt man noch die Yetrückungsgeschwindigkeiten 
du. du„ dti. 



(31) 

so geht (30 a) über in 



(32) 



dp 



+ e 



■IH.4 



, Su, 



dy 



de 



+ -?n=^ + ^^^ 



"0. 



Hier beziehen sieh p, u^,, u^, u, auf ein und 
chen während seiuer Wanderung, sind also Funktionen der Zeit t 
und der jeweiligen Koordinaten x, y, Z, die selbst wieder Funk- 
tionen von ( und der Lage des Teilchens zu irgend einem festbe- 
stimmteo Zeitpunkte, d. b. also Funktionen von t und von den 
Koordinaten x^, ^g, e^ zu irgend einer Zeit ^ sind. In der Form 
(32) ist die Gleichung nur das Gesetz der Erhaltung der Masse. 

Man kann eine entsprechende Gleichung aufstellen, wenn man 
nicht die Geschichte des Teilchens, seine Yolumen- und Dichte- 
änderung, sowie seine Ortsveränderung, ausgedrückt durch seine 
von der Zeit t abhängigen variablen Koordinaten x, y, z, betrach- 
tet, sondern die Vorginge betrachtet, welche sich im Laufe der 
Zeit an einem und demselben Eaumpuokte x, y, z abspielen, dessen 
Koordinaten nnn also konstant, bzw. — bei Übergang zu einem 
andern Eaumpunkt — unabhängig variabel sind. Der Punkt, oder 
besser ein an seiner Stelle konstruiertes Bauraelement dzy wird 
dabei nacheinander von verschiedenen Masseteilchen passiert. 

Das im Punkte x, y, z konstruierte Eaumelement sei ein Par- 
allelepiped mit den Kanten dx, dy, dz parallel den Koordi- 
natenachsen (Fig.3). Der vordere Eckpunkt 
A habe die Koordinaten x, y, z, der dia- 
gonal gegenüberliegende A' entsprechend 
x + dx, y + dy, e-\-dz. Die Dichte 7.ur 
Zeit t sei q; also ist die in ihm enthaltene 
Masse ^dz und ihre zeitliche Änderung in 
Aer Zßit dt ist dl -^dt. Hier sind partielle 
Differentialquotienten mit rundem 3 zu neh- "* ""^ 

men, weil neben der Zeit die Ranmkoordi- ^'*- *■ 

uaten x, y, s nnabhängig variabel sind. «lemmt disdzdydi. 



A- 


/ 


1 1 


B 


f/"'".' 


/ 
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24 2. Kap. DTDAinik der elastischen Körper 

ÄndrerBeits läßt sich die Massen Änderung innerhalb dt aus- 
drücken mittels der durch die Oberfläche des Elementes dt wäh- 
rend dt ein- und austretenden Subatanzmengen. Die Geschwindig- 
keit der Teilchen in der x- Richtung ist u^ an der Fläche 1 

(a;- Koordinate = x), «^t*+'*'l =. «^ -j- ^-^dx au der Fläche 2 (;r-Ko- 
ordinate ■= a: -|- da;); die Dichten sind ebenso f und p^'+i**) 
= Q + ^dx; die Flachen selbst haben die Größen dyde. Also tritt 
in das Baumeleinent während der Zeit dt die Masse 

^ü^dtdpdß — (QV.)^dldyde 
durch Fläche 1 ein, 

durch Fläche 2 aus. 

Der Uassenzuwachs durch diese Strömung ist also die Differenz 



(i(dy(ij:[(pU),~(pu),''+''''] = —dtdxdgdi 



A(<t^ 



denn es ist bis auf quadratische und höhere kleine Glieder 

(33) (p„),(-t'.l_(p„),+ ä(«i. 

Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für die y- und e-Kompo- 
nente, so daß man als gesamten Massenzuwachs infolge der Be- 
wegung erhält 

(34) - dtd^d,d,l'-'l§' + ?-'|!!-' + ?|!!^] — did,m (ju), 

indem man noch dr für das Produkt dxdydz setzt. Durch Gleich- 
setzen der beiden Ausdrücke für die Massen änderung erhält man 

oder anders geschrieben 



(36) | + di,(t»)- 



Das ist die als Bedingung der Kontinuit&t bekannte 
Gleichung, die besonders in der Hydrodynamik eine Rolle spielt. 

Bei unendlich kleinen Deformationen, bei denen alle 
ÄBdeningen — der Dichte, des Ortes usw. — und ebenso die Ge- 
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14. Eoutiunit&tsgleiohiiiigp. 16. GeschwindiglteitBpoteiitial 25 

gchwisdigkeiten unendlioh klein tob gleicher Ordnung, etwa erster 
Ordnung, bleiben, werden Übrigens die Gleichungen (33) und (35) 
identisch. Denn da die Änderungen der Koordinaten x, y, Z des 
betreffenden Masseteilobens und seine Geschwindigkeit 



verschwindend klein sind, so wird bis auf verschwindende Größen 
höherer Ordnung 

dp dv^tdf^dxd^dy^df dz ^ 
dt"^ dt'^ dxdt'^ dy di'^ dzdt~ df 

3(su), 9"« , „ 9« ^^^„,^ 

-di P Fx + "-äS = 9 8x '^^■' 

so doB beide Gleichungen in die einfachere, spHter zu benutzende, 
übergehen 

16. Die vlrbelfirelen DehnuDga- and Qeaohwindjgkefts- 
Tektoren u und u als Gradienten akalarer Poteutialfunk' 
tionen. Gesohwindigkeitspotential. Die allgemeine Verscbie- 
bung der Teilchen eines elastischen Körpers läßt sich nach dem 
Früheren (vgl. Nr. 5) immer in eine Translation, eine Rotation und 
eine Dehnung zerlegen. Mit anderen Worten: der Verschieb ungs- 
vektor « läBt sich als Summe dreier Vektoren «'"', «'''', «''*' dar- 
stellen, TOn denen der erste, u'"' die Translation angibt. Dieser ist 
(räumlich) konstant, da alle Punkte des Körpers dieselbe Trans- 
lation er^hren, und kommt deshalb bei Differentiation nach Ko- 
ordinaten, z. B. bei Bildung der Ausdrücke für Rotation und Deh- 
nung in der Gl. (14) Nr, 6, gar nicht in Betracht. Deshalb ist 
auch von der Translation immer abgesehen, d. h. u'"' ist gleich 
Null gesetzt worden. Die übrigbleibende Bewegung ist die Über- 
einanderlagernng von Rotation und Dehnung oder, anders ausge- 
drückt, eines Wirbels und einer wirbelfreien Bewegung. Die zu- 
gehörigen Vektoren «'"■' und «'''', welche diese Bewegungen dar- 
stellen, vrerden als solenoidaler oder quellenfreier Vektor («''"') und 
Potential voktor «'''' bezeichnet, weil m''** sich durch ein (skalarea) 
Potential ausdrücken läßt, und «'''^ der „solenoidalen" Bedingung 
div «W = genügt, welche aussagt, daß die Vektorlinien (Kraft- 
linien) des Vektors m^'"' immer geschlossene Kurven sind und nir- 
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S. Eap. Dynamik der elasÜBcbeit EOrper 



gends Anfangs- und Endpunkte (Quellen und Senken) besitzen*). 
Die Bedingung für die Darstellung von w<'" durch ein skalares 
Potential ist eben das Fehlen Ton Wirbeln oder Rotationen bei 
der durch u''*' dargestellten Bewegung. Mathematisch wird diese 
Bedingung dadurch ausgedrückt, daB die „Rotation" des Vektors 
m'**', d. h. der durch die Operation rotw'''' gebildete neue Vektor 
Null ist. Man überzeugt sich, daß diese Bedingung von dem mit 
u,W bezeichneten Verscbiebungsvektor erfüllt wird, dessen Kompo- 
nenten durch die Gleichungen (ll) in Nr. 5 definiert sind. Uan 
braucht dazu nur die daselbst angegebenen Werte dieser Eompo- 
neuten in die Definitionsgleicbungen der „Rotation" einzusetzen, 
nSmlicb fBr die drei Komponenten in dur x-, y-, ^^-Eichtung die 
Gleichungen 

(38) rot M— ^ ^. «^*,«=-aT— n »'ot-W^ä"^ — ä" ' 

_ *■ ' ' dy cz^ ' ßz ox^ • dx dy 

Sind diese Werte bei irgend einem Vektor Null, so lassen 
sich die Komponenten desselben immer als i^umliche Differential- 
quotieoten einer einzigen skalaren GröBe <t ausdrücken, die (ska- 
lares) Potential genannt wird, nSmlich 

/nt.\ <** 9* 2* 11 ■ ■ ^* 

(39) «.= 0^. "»"ä^* "'-17' a"gemem«,--g^, 

wobei u, die Komponente in einer beliebigen Sichtung l Ist. Der 
Vektor u wird in diesem Falle Gradient des Skalars O ge- 
nannt^, was iii Vektorschreibweise durch 

(40) M = grad O 

ausgedrückt wird. Die Größe von u in irgend einer Richtung l, 
also die Komponente u,, ist gleich dem Anstieg der Funktion <1> 
in dieser Richtuog. Ein solches skalares Potential ist immer bei 
wirbelfreier Bewegung vorhanden. 



1) Vgl. V. Ignatowsky, VektoranaljBis; diese Sammlung Bd. VI,1. 

2) Früher wnide die negative Ableitung — „ - zar De&nition des 

Gradienten benutzt, also der Abfall der Funktion aU Gradient be- 
zeichnet. Die neue Uefinition ist mit der in der InfiniteBimalrechnuDg 
üblichen VorHteUungBweigebeager im Einklang. Will man entaprechend 

der alten Bezeichnung «, = — ^ erbalten (mit negativem Vorteichen), 

■o hat man zn setzen u ^ — grad $. 
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15. DebniiiigB- und Oeschwindigkeitirektoien. Geichw.-Potential 27 

Die Wirbelbewegung oder Rotation, bei der die „Divergenz" 
Null ist, fahrt zur Darstellung des die Bewegung angebenden Vek- 
tors, z. B. «<"■', durch das sogenannte Vektorpotential. Wirbelbe- 
wegungen kommeii aber bei Schwingungen mit unendlich kleiner 
Amplitude in reibnngslosea Medien nicht vor. 

Waa für den Verschiebungsvebtor u gilt, gilt auch für den 
Geschwiudigkeitsvektor U, der ja aus jenem einfach durch Diffe- 
rentiation nach der Zeit hervorgeht. Bei wirbelfreier Bewegung 
ist u der Gradient einer skalaren Funktion 9, des Geschwindig- 
keitspotentials. Ist dieses Potential bei irgend einem Problem 
gefunden, so ist damit die Bewegung an allen Stellen bestimmt. 
Da die Einfahrung des Geschwindigkeitspotentjals die Rechnung 
vereinfacht, indem statt dreier Größen — der Komponenten in 
drei Raumricbtnngen — nur eine einzige zu bestimmen ist, so 
spielt es besonders bei komplizierten Problemen der Bewegungen 
von FläBsigkeiten und Gasen eine große Rolle. Einfachere Pro- 
bleme, z. B. solche, bei denen alles nur von einer einzigen Koor- 
dinate — ~ außer der Zeit — abhängt, sogenannte eindimensionale 
Bewegungen, werden ebensogut ohne dies Hilfsmittel behandelt 
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n. Abschnitt. 

Elementare Theorie der yon einer einzigen Koordi- 
nate abhängigen Schwingnngen nnd Wellen inlton- 
tinnierlichen Medien. Eindimensionale Probleme. 

3. Kapitel. 

Eigenschwingnngen vom Typus d«r SaltenBcIiwingniigeii 

bei festen ESrpem. 

16. BewegongBgleioliung der LongitudinalBoliwiiigiingeii 
von Stäben und Saiten. Bei gewissen Formen dar Bchwingen- 
den Körper spielen sich die Bewegungen so ab, daB die Lage jedes 
Teilchens im wesentliclien durch eine einzige Koordinate bestimmt 
wird, oder die Bewegung laßt sich wenigstens in Mehrere, nur von 
je einer Koordinate abhängige Bewegungen zerlegen, die sich ein- 
fach Buperponieren. Wenn die Deformationen unendlich klein blei- 
ben, ist Superposition immer gestattet. Solche Körper sind Saiten, 
dünne St&be, GassSulen mit gegen die Lange geringen Querschnitt- 
dimensionen, seien sie gerade oder schwach gekrümmt, kurz alte 
wesentlich in einer Dimension, d. h. linear ausgedehnte Körper. 

Die Schwingungen erfolgen hier hei ganz verschiedenartigen 
Körpern (z. B. festen Saiten und gasgefüllten Pfeifen) teilweise 
nach denselben Gesetzen. Dieselben Gesetze gelten auch für räum- 
lich ausgedehnte ebene Wellen und fiir Kugelwellen, so daß auch 
diese hier mitbehandelt weiden können und sollen. Zu den Eugel- 
wellen gehören auch die Schwingungen in konischen Pfeifen. £t- 
was andere Gesetze befolgen die Transversalschwingungen der 
Stabe, die eine besondere Behandlung erfordern. 

Stabe und Saiten verhalten sich in bezug auf Longitudinal- 
schwingungen ganz gleich. Eine Saite ist ein Stab von so geringen 
Querdimensionen — im Verhältnis zur Länge — , daß er außer- 
ordentlich leicht biegsam ist, also sehr geringe — im idealen 
Grenzfall keine — Steifigkeit besitzt. Wegen dieser seitlichen 
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16> Beweg. -Gleichnug d. Longit.-Schningnngen von Stäben 29 

Nachgiebigkeit muß die Saite an beiden Enden befestigt, einge- 
klemint werden, und um i)ir eine gerade gestreckte Form zu geben, 
muB sie gespannt werden, womit natürlich eine gewisse Dehnung 
über die natürliche Lauge binaue verbunden ist. Je st&rker die 
Spannung, desto größer der Widerstand gegen seitliche (trans- 
versale) Verbiegungen. Daher werden die Trattsversalschwingungen 
der Saite voa der Spannung beeinflußt, der sie unterworfen ist, 
die LongitadinalschwiDgungen jedoch nnr insofern, als wegen der 
durch die Spannung erzengten Dehnung der Dehnungs-Elastizi- 
tatsmodul E sich ändert. Er muß dann mit dem f&r die ge- 
rade herrschende Spannung gültigen Wert in die Becbnung ein- 
gesetzt werden. 

Bei allen jetxt zu behandelnden Problemen seien die Verschie- 
bungen V, die Geschwindigkeiten u und die DichteSnderungeu von 
der 1. Ordnung unendlich klein angenommen. Höhere Potenzen 
sowie Produkte dieser Größen werden dann von höherer Ordnung 
unendlich klein, können also gegen Glieder der ersten Ordnung 
vernachlässigt werden. 

Der Stab (oder die Saite) habe den überall gleichen Quer- 
schnitt q von im übrigen beliebiger Form. Die Dichte sei 9; die 
Masse eines Stückes von der Längeneinheit ist daher q^, ein Aus- 
druck der zuweilen als LSngendichte des Stabes bezeichnet wird. 
Die (gerade gestreckte) Achse des Stabes sei x^Achse, die zugleich 
Abszissenachse sein soll. Die StablSnge sei vorläufig unbestimmt. 
Bei Longitudinal Schwingungen verschieben sich die von ma- 
teriellen Teilchen gebildeten Querschnitte parallel mit sich selbst 
in der Bichtung der Achse x. Dabei entstehen Spannungen nur 
in der a^-Bichtung. Während des Zeitelementes dl erleide der an 
der Abszisse x gelegene Querschnitt die Terschiebnng *) u mit der 
Geschvrindigkeit il; die Werte für den &n der Stelle x-\-dx ge- 
legenen Querschnitt sind 

„(«+d^_„ + ||ia; und «(•+•")- U + —da:. 

Aus der ersten der allgemeinen Bewegnngsgleichungen (6) in 
Nr. 8 erhält man sofort durch Spezialisierung, indem man Ab- 

1) Die Terscbiebongen in den Eoordinatenricbtnngen x, y, z 
werden hier und weiterhin der einfacheren Schieibweiae wegen mit 
u, V, 10 itatt »2, Uy, u,, die Geschwindigkeiten mit u, B, W itatt u^ , 
%, u, beieichnet 
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30 ^- ^B'P- Eigenacfawingungen vom Typua der Saite QBcbwmgungen 

h&ngigkeit aller GröBen nur von x aoninmit und Massenkrilfte 
(Schwere) vernachlässigt, also S'^=0 setzt, die Differentialglei- 
chnng. Statt I^ wird die hier allein vorhandene Spannung in 
Richtung der Stabachse p genannt. So ergibt sich die Gleichung 

« "f. — r.- 

Sie ist auch leicht direkt abzuleiten. Man betrachtet das zylin- 
drische Stück des Stabes von der unendlich kleinen Höhe dx 
^^ zwischen den Querschnitten q an den Stellen x 

und x + dx (Fig. 4). Auf den Querschnitt g hei 
^ der Abszisse x, d. h. auf die linke Endfläche des 
Zylinders, wirkt die Kraft _p3 in der +j;-Rich- 
tung. Auf den Querschnitt j bei a: + da; wirkt 
yjg^ analog die Kraft 

Sie ist hier mit negativem Vorzeichen anzusetzen, weil die innere 
Normale der rechten Endfläche die — a;-Eichtung ist. Die Summe 
b^der Kräfte, also —q-^-dx ist die gesamte auf den Zylinder 
wirkende bewegende Kraft, und diese muQ nach dem zweiten 
Newtonschen Bewegungsgeaetz gleich der Masse des Zylinders 
mal der Beschleunigung, also = g dx^ ^r sein. Durch Einsetzen 
beider Ausdrücke und Wegheben der beiderseits gleichen Faktoren 
erhält man Gl. (l). 

Nun lassen sich Druck p und Geschwindigkeit u einfach durch 
die Verschiebung u des Querschnitts ausdrücken. Es ist 

(2) U-?^ und P-E^t- 

Denn mit der Verschiebung u ist die dadurch erzeugte Spannung 
p verbunden und ^ ist die relative lineare Dehnung, d, h. die 
Dehnung der Längeneinheit des Stabes, oder die Dehnung der 



Strecke dx, dividiert durch dx. Durch Einsetzen in (l) erhält man 
als Differentialgleichung der Bewegung der Stabquerschnitte, wo- 

D.q,t,:scby Google 



16. Longit.-SohwingTingeii. 17. Beweg.- Gleichung d. TorHioiiischw. 31 



bei die Konitanle c, bestimmt ist durch 

Diese Eonstonte hängt nur TOm Dehnungsmodul E ab, nicht Yon 
etwaiger Spuumng P, welcher der Stab außerdem noch dauernd 
unterworfen ist. Von letzterer nur insofern, als E sich mit P än- 
dern kann; (\ ist, wie weiter folgt (vgl. ffr. 20) die Geschwindig- 
keit, mit der eine Schwingung sich als Longitudinal welle längs dei 
Stabes fortbewegt. Dieselbe Form der DifFerentialgleichang, nar 
mit andern Werten der Konstante c ergibt sieb fdr die Schwin- 
gungen linearer GassKulen (Pfeifen), für ebene Wellen in ausge- 
dehnten Gasatmosph&ren, fOr Drillungs- oder Torsi onsschwingnn gen 
Ton Stöben und Saiten und fär Transversalschwingungen von Sai- 
ten. Vor der Integration der Ol. (3) sollen die Gleichungen für 
die beiden letztgenannten Seh wingungs arten abgeleitet werden. 

17. BeTegniigsgleicliung der TorsiODBachiviiigangeTi von 
Stäben, Hohlzylindem und Saiten mit kreiafönnigem Qner- 
sobnitt. Die Ableitung der Bewegungsgleichung ist ganz analog 
derjenigen in Kr. 16. Die Verschiebungen der Querschnitte, die 
wieder wie alle andern GrOßen nur Ton x abhängen, sind Dre- 
hungen in ihrer eigenen Ebene um die Stabachse. Der Drehungs- 
winkel des Querschnitts bei der Abszisse x sei ifi. Seine Zunahme 
bis zum benachbarten Querschnitt bei x-\-dx iet d^^-^dx 
(Fig. 5). Dies iat der 
Winkel, um den zwei 
benachbarte Qner- 
schnitte gegeneinan- 
der rerdrdit sind. 
Schneidet man aus 
dem Stab einen kon- 
zentrischen Hohlzy- 
linder von der Dicke 
dr mit den Radien r , 
und r-\- dr heraus, so "" 
gilt das gleiche von 

den ringförmigen 
Querschnitten dessel- 
ben. Jedes Flächen- 
element eines solchen 




\ dx 


i\ 
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32 0- £*P- EigenschwiDgangen vom Tjpus der Saitenachwingnngen 

Ringes von der Größe rdrdm verschiebt sich om den Winkel di(i, 
also um die Stracke rf2ifi in tangentialer Bichtoug gegen das ent- 
sprechende Element des benachbarten Querschnitts. Diese Strecke, 
geteilt durch den Abstand dx der beiden Querschnitte ist der 
Scherungswintel 6 (vgl. Nr. 3). Also ist 

(6) .-,?*. 

Zwischen S nnd dem auf die Flächeneinheit wirkenden rilcktreiben- 
den Scherungsdruck P^, der durch die Drillnng hervorgerufen 
wird nnd hier fiberall tangential (d. h, in der Verscbiebvmgs- 
richtung) wirkt, gilt die dritte der Gleichungen (14) von Nr. 11 
P^== — F6, die hier mit Bücksicht auf (5) wird') 

(«) -P«, Fr^^- 

^ ' V dx 

Der Stab bzw. der Hohlzylinder wird durch Querschnitte senk- 
recht zur Achse in flache Scheiben bzw. Bingkörper von der Höhe 
dx zerlegt. Für jeden gilt die Bewegungsgleichung, da es sich um 
drehende Bewegungen handelt, iu der Form: 

Drehmoment der wirkenden KrRfte 

= Trägheitsmoment mal Wiäkelheschlennigung. 
Die hierin vorkommenden Größen sind zu berechnen. Für einen 
(Kreis- )Hohhy linder der Höhe dx, vom Radius r und der Wand- 
dicke dr mit der Dichte ^ und der Masse m ist das Trägheits- 
moment »= mr* = '^Ttrdrdx^r*, die Winkelbeschleunigung ^ -^ry ■ 

Das Drehmoment ergibt sich aus der Kraft P^,. Auf das 
Flächenelement rärdta der Grundfläche des Hohkjlinders (bei der 
Abszisse x) wirkt die Tangentialkraft P^, also das Drehmoment P^r. 
Das Drehmoment für die ganze ringförmige Grundfläche ist also 

2«rdrP,^r - 2nrMrP^. 
Für die benachbarte Fläche bei der Abszisse x-{-dx ist das Dreh- 
moment 2 p 1 

- 2ar*dr [P^ -f -^ dx) ■*) 

1) Das negative Vorzeichen tritt hier auf, weil P^ nicht die de- 
formierende, BOndern die durch die Deformation geweckte rücktreibende 
Schubkraft ist. 

2) Mit negativem Vorzeichen zu nehmen, weil das auf diesen 
Querschnilt auegeübte Drehmoment ofTenbar dem auf den anderen 
Querschnitt ausgeübten eutgegengCBetzt gerichtet ist. 



5y Google 



17. ToreionBScliwiiig. 18. Bvw^nngigl. d. TransTeisalsoliwitig. 33 

Aaf den Hohlzylinder im Qanzen wirkt daher die algebraische 
Summe beider A.usdrflck« als 

Drehmoment — — ^nr drdx -~ 

Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in das obige Bewegnngs- 
gesetz erhält man mit Bflcksicht auf den Wert, den P^ noch (6) 
besitzt, unter Weglassung der beiderseits gleichen Faktoren 
imr^drdx die Gleichung 

^^) aC '^ So;" 'i ~ p ■ 

Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Hohlzylinder beliebiger 
Wanddicke, da diese in der Gleichung gar nicht vorkommt, also 
auch ftlr den Vollzyliuder, d. h. den Stab mit kreisförmigem Quer- 
schnitt und dessen Grenzfall, die unendlich dünne Saite. Auch hier 
ist wieder zu berücksichtigen, daB Stab und Saite unter beliebiger 
aohsialer Spannung stehen können. Diese beeinflußt nur den Wert 
des Torsionsmoduls F (und die Dichte p), aber nicht die Art der 
Bewegung. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Torsion s wellen 
fj ist von den Qnerdimensionen des Stabes unabhängig und bangt 
nur vom Material ab. Sie ist im allgemeinen kleiner als die der 
Longitudinal wellen, da F<iE ist. 

18. Bewegungsgleicbung der Trans veTsalaohwinguagen 
von Saiten. Die Saite habe den überall gleichen Querschnitt q, 
die überall gleiche Dichte 9, erstrecke sich in der xr-Bichtung und 
werde durch die auf die Endflächen wirkende spannende Kraft P, 
also durch den pro Flächeneinheit wirkenden Zug j) = — gespannt. 
Die Kraft P kann z. B. durch ein angehängtes Gewicht erzeugt 
nerdeu; sie wirkt dann gleichmäßig auf alle Querschnitte der Saite. 
Jeder von ihnen wird durch sie um eine mit P proportionale Strecke 
in der Saitenrichtung x aus seiner natürlichen Lage entfernt. Diese 
Verschiebung Ug bleibt konstant, sie charakterisiert die Bulielage 
der gespannten Saite; über sie lagern sich die periodischen Ver- 
schiebungen der Schwingungen, die mit W, v, w bezeichnet werden 
sollen. Im allgemeinen kann die Saite die Form einer (doppelt 
gekrümmten) Baumkurve annehmen, wenn nßmlich auBer u beide 
Transversalverschiehungen v und w vorhanden sind. Da aber die 
Verrücknngen unendlich klein bleiben sollen, so gilt das in Nr. 5 er- 
filmte Superpositionsprinzip. Uan kann auf Grund desselben ruck- 
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wftrta die allgemeine TraDSversal Verschiebung in zwei un&bh&ngig 
voneinander verlaufende Verschiebungen v und w zerlegen, die in 
je einer festen Ebene erfolgen. 

Wir nehmen jedoch zuufichEt den allgemeinen Fall an, daB die 
Punkte der Sait« nach allen drei Koordinatenrichtungen Verrült- 
kungen m, v, w erfehren. Infolge der neben v und w vorhandenen 
Yerrückung u dehnt sich die Saite in ihrer eigeoen Richtung, die 
mit S bezeichnet werden soll; ein Längenelement der Saite wird 
durch ds dargestellt. Mit dieser Dehnung in der Richtung s ist 
auch eine Vergrößerung der vorhandenen Spannung p verbunden; 
aber Dehnung und Spann ungsvergröBerung sind unendlich klein. 
Ein Punkt Ä der Saite gelange durch 
a Verrflckungen u, v, w nach A' (Fig. 6); 
' der um dx von Ä entfernte, benachbarte 
"" " Punkt B erfUrt die Verrflckungen « -|- i«, 

soituch. T™Iiebtmg d« V + dv, w -\- dw uud gelangt nach B'. Da- 
Biiie. bei ist A B —as nua o« = s— «2 = « dx, 

äv =- v'dx, die = w'dx, indem «' fllr :=— , ti' für 5— , w' für -5— 
gesetzt wird. Die Koordinaten der Endpunkte von ds sind also 

x-^-dx + u-^- du, v + dv, w + dw. 
Daraus folgt 
ds* = (da; + dw)' + di.'+d«;' 

■ -'"'[('H-f3"+(fcT+('3"]-''»'K'+»)'+«"+""]- 

Da nun u', v , w' unendlich klein von derselben Ordnung sind, so 
folgt mit Vernachlässigung quadratischer und höherer Glieder 
B- (8) ds = dx{i.+u). 

^„^^"^/u Es ergibt sich also, vfie es sein muB, eine 

jj^"^^ _/^3 lineare (unendlich kleine) Dehnung. 

''/! d7*dü7 j Sind femer c, ß, y die Winkel, welche ds 

' 1 "^-r ^,' i mit den Achsen x, y, e bildet, so folgt (vgl. 

u _.inr. Kg. 7) 

OS ff, dv = ds eosß, 
= d( eosy, 



«{"^^ 
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uud hieraus erh&lt man mit RQcksicht auf (8) unter VernachlSs- 
sigung anendlich kleiner Glieder 

(10) co.«-l, coS|J-|i-»-, oo,r-j^-w. 

Dies bedeutet, daß die Sute nahezu gerade bleiht, so daB man 
flberaU S durch x ersetzen kann. 

Die Dehnung der 8ute ist u'; also wird die gesamte in der 
Saiten richtong s, d. h. angenähert in der Bicbtung x wirkende 
spannende Kr aftI'-|-3£«'=P+g£g—, wobei £ der Dehnungs- 
modul Mr die durch P gespannte Saite ist. Diese Spannung ist 
längs der Saite nicht mehr konstant, da .— sich langsam mit dem 
Orte ändert; P dagegen ist konstant Auf das Längenelement 
äx^'^ds) der Saite zwischen den Punkten Ä und 3 wirken also 
am Punkt .ä die Kraftkomponenten 

iX (P+qEu)coati {P + qEu') 

(U) r (P+qEu') cosß {P + qEu')v\, 

\Z (P+ qEu) cosy (P+ qEu)v>'. 

Sie sind mit negntivem Vorzeichen versehen, weil die Richtong 
der am Endpunkt Ä von ds wirkenden Kraft, die von dem links 
gelegenen Saitenteil auf ds ausgeübt wird, offenbar nach links, 
d. h. in die negative x-Richtnng fällt. 

Am Punkte B wirken ebenso (hier mit positivem Vorzeichen 
versehen, weil die Spannung nach + ^ hin wirkt) die Er&fte 

Die algebraischen Summen von X und X*'"'^''''', Y und r('+'**) 
usw. sind die auf das Längenelement dx wirkenden Et^fte; sie er- 
geben sich z\i^)qE-^dx, Pk^^x, P.,-^(ia;. Diese Größen müssen 



1) Bei dieicr Ableitung ist zu beachten, daß P konstant, ako 
^ ^ ist. Weiter ist die infolge der AuBbiegung und der dabei 
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gleich den entsprech enden beschleunigenden KrILften sein, d.h. gleich 
m^, m^„ ^~^'t'' ^°^^^^i da die Masse t» = f5da: ist, durch 
Gleichsetznng beider Seiten and Weglassung identischer Faktoren 
rechts und links folgt 

''^'*-' SC" (2a!" 3t'~eaa;" 0f"pa«'' 

Alle drei Yerrückungen befolgen also formell dasselbe Gesetz 

(") !?=«'&". 

wobei die Konstante c, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen, gegeben ist durch die Beziehung 



(14) 



c* ^ — für Longitudinal wellen 

- für Trans Versal wellen; 



\ e SP 

99 ist die Masse eines Saitenstückes von der Länge £ins und wird 
auch Längendichte genannt. 

Die Longitudinalwellen der Saiten unterscheiden sich in 
nichts YOn denen der Stäbe, für beide hat c den gleichen durch 
die Mat«rialkonBtante E bestimmten Wert c,. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der TorsioDSwellen war nach Nr. 17 ebenfalls 
durch eine Materialkonstante, den Torsionsmodul F, hestimiut; 
sie ist durchweg kleiner als die der Longitudinalwellen, da F<iE 
ist. (Im Mittel ist J'='— bis -^1. DieFortpflanzungsgeschwindig- 



ftintretenden Verlängerung lu — hinzukommenden ZnsatsBpannung 
Eu' klein gegen — . Daher kann in der Summe P-|- qEu' das letzte 
Glied remachläsaigt werden; daa bei der Differentiation noch auf- 
tretende Glied v' q^E". — ist aua denselben Grunde zu vemacblBsBigen, 

weil qEv von deraolben Größenordnung ist wie qEv,'. Will man nur 
die Gleichungen der Tran sverial Schwingungen ableiten, so kann man 
von vornherein die Zuaatzkraft qEu' gegen P vemacb lässigen. Für 
eine strengere Eerieitong der Gleichungen (12) hat mau die Glei- 
chungen (6) von Nr. 8 anzusetzen und S,^), 3E,^, usw. aus den Grenz- 
bedingnngen Nr. 11 zu berechnen, indem man die äußeren Ei^fte 
£i ^< 3 sämtlich gleich Null annimmt. 
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keitdorTransversalwellon (von Saiten) wird darch die willkürlich 
wählbare Spannung p bestimmt, and ist daher wie diese willkür- 
lich zn verändern. Sie ist immer wesentlich kleiner aJs jene beiden 
ersten Werte, da die anwendbaren Spannungen, die natörlich tinter 
der Grenze der ZerreiSfestigkeit, meist sogar sehr erheblich dar- 
unter liegen, weit kleiner sind als der Dehnnngsmodul. Der Größen- 
ordnung nach ist das Verhältnis etwa 1 : 100 bis 1 : 10000, so daß 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von Transversal- und Longi- 
tudisal wellen (und daher auch die zage hörigen Schwingungs- 
zahlen) sich wie 1 : 10 bis 1 : 100 verhalten. Tabelle 1 gibt eine 
kleine Übersicht darüber; für die Konstanten E uud F, die be- 
kanntlich je nach der Herkunft nnd Bearbeitung des Uaterials 
etwas variieren, sind die von F. Kohlrausch') zusammengestellten 
mittleren Werte angenommen worden. 

10. Integration der Bewegtingsgleiolmng naoli d'Alem- 
bert. Die Integration der Differentialgleichung (3) in N'r. 16 bzw. 
(13) in Nr. 18 kann nach zwei verschiedenen Methoden erfolgen, 
die von d'Alembert und von D. BernonlH gefunden sind und 
das Integral in verschiedener Form liefern. Die Bernonllische 
Lösung mittels partikulärer Integrale ist für die Akustik die 
wichtigere; sie stellt die ausgebildeten stehenden Schwingungen 
dar. Die d'Alembert sehe LCsung lehrt die Ausbildung dieser 
stehenden Schwingungen aus fortlaufenden Wellen durch mehr- 
fache Reflexion an den Enden des schwingenden Systems kennen. 

Die d'Alembertsche Lösung. 

Durch Einführung zweier neuer Variablen | und i] anstelle 
von X und t, die linear mit diesen zusammenhängen, wird die vor- 
liegende partielle Differentialgleichung 1. Ordnung und 1. Grades 
umgeformt. Man setzt 



(15) 
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und dtirch Einsetzen dieser Werte gebt die Differentialgleichung 
(18) aber in 

('") m,-»- 

Diese Oleichung liefert, nach tj integnert, 

II-»'«).' 

wo ^'(^) eine Funktion blofi von |, nicht anch von t} ist; und 

dies gibt, nach | integriert, 

(17) « " *(e) + V(r{) =- 1>{x + et) + ^(j;- ci). 

Hinzuf&gung einer Integrationskonstante ist nicht n&tig, da diese 
schon in oder "P" mitenthalten zu denken ist. 

Diese Lösung zeigt, daß die allgemeine Bewegung, welche der 
DifTerentialgleicfaung genügt, die Übereinaoderlagemng zweier, in 
ihrer Form zunächst beliebiger Wellenzöge ist, von denen einer 
(5^) nach der positiven x-Richtung, der andere ((P) nach der nega- 
tiven 3!-Bichtung hinläuft, und zwar beide mit derselben Ge- 
schwindigkeit c (vgl. dazu Bd. I, Nr. s).') Die Form der Funk- 
tionen O und W sowie die Entscheidung darüber, ob beide oder 
nur eine und welche von ihnen in Betracht kommen, wird darcb, 
den Zustand der Saite, den sie zu irgendeiner gegebenen Zeit 
(meist dem Anfangspunkt der Zeit) besitzt und dnrch die Be- 
dingungen, welche an den Enden der Saite (oder des Stabes) zu 
erfiillen sind, bestimmt, d. h. also in der gebräuchlichen Ausdrucks- 
weise durch den Anfangäzustand und dieGrenzbedingungen. 
Man kann diese zusammenfassend als zeitliche oud räumliche 
(oder Örtliche) Grenzbedingungen bezeichnen. 

1) DaB die Yerbindung der Orts- und Zeitrariabten x und ( in 
der Form x-j-ct und x^ et all AiKument beliebiger Funktionen 
ein Forbclireiten der Bewegung in Wellenform ergibt, erkennt man 
leicht. Diese mit £ und t| bezeichneten GrflSen und damit auch die 
Funktionswerte if bzw. "P bleiben offenbar dieselben, wenn man mit 
% anch X in geeigneter Weise variiert, d. h. zu einem anderen Orte 
(in Richtung wachsender oder abnehmender x) übergeht. Wenn t 
um dt wachst, mnfl x nm dx = edt zunehmen (bei der Funktion 
mit dem Argument x — et) oder abnehmen (bei derjenigen mit x-\-ct), 
damit das Argument und die Fnnktion konstant ihren Wert behalten. 
Um die Strecke dx ist der Zustand in der Zeit dt fortgewandert, 
und das Yerbältnis dxjdt, das sich hier konstant =c ergibt, ist 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (vgl. Bd. I Nr. 8). 
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Die räumlichen Oreuzbedingungen können je nach den um- 
st&nden yerschieden gew&Ut werden, sind aber meist durch die 
Natur der Dinge in jedem einzelnen Fall auf einige besondere be- 
schräuktj bei einer biegsames Saite z. B. müssen offenbar beide 
Enden befestigt (eingeklemmt) sein, bei einem Stab können sie 
fest oder frei Bein usw. Als ideale Fälle können allerdings aach 
die vorkommen, daB ein oder beide Snden im Unendlichen liegen, 
Bo daS es gleichgaitig ist, wie sie dort beschaffen sind. Doch ist 
das lediglich ein gedachter Fall, der nur immer kurze Zeit ver- 
wirklicht ist, nSmlich immer nur solange, als eine von einem 
mittleren Fnnkt der Saite ausgehende Welle noch nicht das Dude 
erreicht hat, au dem st«ts Reflexion, also Störung der ursprüng- 
lichen Bewegung stattfindet. Für die Akustik kommen diese Fälle 
praktisch nicht in Betracht, sie sind aber trotzdem wichtig, weil 
sie in das Wesen der Wellenbewegung und die Entstehung der 
stehenden Wellen oder Schwingungen Einblick gewähren. 

30. B&umliolie und Eeitliobe OTuoEbedingangeii. Der 
Anfangszustand (zeitliche Grenzhedingung). Für alle 
Punkte des schwingenden Systems muQ Lage und Geschwindig- 
keit zu einer beUebigen Zeit gegeben sein, daun ist der weitere 
Verlauf der Bewegung nach den Gesetzen der Dynamik völlig be- 
stimmt. Es müssen also 

Verrttckung « (bzw. v und w) als Funktion von x 
und 

Geschwindigkeit -=t (bzw ^ usw.j als Funktion von z 

für alle Werte x längs der ganzen Stab-(Saiten-)lange für diesen 
einen Zeitmoment gegeben sein. 

Die (räumlichen) Grenzbedingungen. Sie sind für die 
verschiedenen Fälle gesondert zu behandeln. 

I. Longitudinalschwingungen von Stäben. Per Stab 
kann an irgendeinem Punkte seiner Länge (z. B. in der Mitte) 
eingespannt sein, dann sind beide Enden frei, oder er kann an 
beiden Enden festgeklemmt sein (beide Enden fest); oder schließ- 
lich kann ein Ende fest und eines frei sein. Der wichtigste Fall 
ist hier derjenige mit zwei freien Enden. 

An festen Enden — und ebenso natttrlich an etwaigen Klemm- 
stellen auf der Länge des Stabes, die zu Knoten werden — muB 
offenbar die Verrückung w == sein. Da die benachbarten Quer- 
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schniUe sich dicBen Quersotmitteii periodiscb nähern und entfernen, 
so finden hier periodische Dilatationen und Kompressionen, also 
DicbteändenmgeQ, und zwar in hesonders- hohem Gr&de statt. 

An freien Enden ist die Beweglichkeit nicht beschränkt und 
es findet kein Widerstand, kein Gegendruck statt. Daher ist an 
diesen Stellen auch keine Dilatation oder Kompression und Dichte- 
Knderung vorhanden Für ein freies Ende gilt daher die Bedingung 

U. Torsionsschwingungen * on St&ben. Hier gelten ähn- 
liche Betrachtungen. Die Enden können fest (eingespannt) oder 
frei 9eio. 

Au festen Enden — und überhaupt an den Befestigungsstellen 
des Stabes — muß der Drehungswinkel ifi -^ sein. 

An freien Enden verschwindet die Schening, also mufl dort 
g^ = sein. 

111. Longitudinal- and Torsionsschwingungen von 
Saiten. Die mathematischen Bedingungen haben dieselbe Form 
(« = bzw. 1(1 = 0) wie bei Stäben; es kommen nur feste Enden 
vor, freie sind hier ausgeschlossen. 

IT. Transversalschwingungen von Saiten. Auch hier 
sind nur feste Enden zn berücksichtigen. An diesen muß die 
Verrlicknug verschwinden, d. h. es muß v (bzw. w) •= sein. 

21. Berechnung von 0(x + ct) und *r(x — et) aus den 
Anfangs- und G-renzbedingungen für den beiderseits unbe- 
grenzten Stab (oder Saite). Zu unterscheiden sind die drei Fälle 
des beiderseits unbegrenzten, des einseitig begrenzten und des beider- 
seits begrenzten Stabes (oder der Saite). 

a) Beiderseits unendlich langer, unbegrenzter Stab 
oder Saite. (Bäumliche) Grenzbedingungen sind nicht vorhanden. 
Die zeitlichen Bedingungen in der Form der Anfangsbedingungen 
sind: zur Zeit ( =■ muß Lage und Geschwindigkeit der Teilchen 
als Funktion ihrer Buhelage x längs des ganzen Stabes, also von 
a: = — oo bis a; =- -j- oo gegeben sein. Wenn man diese Funktionen 
f(x) und g{x) nennt, so sind die Anfangsbedingungen: 



(18) Füri^O: u^ = f(x) und (|^)^=J?W- 

), ind 
d dar 
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Das liefert mit Rücksicht auf Gl. (17) in Nr. 19, indem man 
darin ^ = setzt, bezw. sie nach t difTereotüert und dann t=0 
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setzt, die Bestimm ungsgteicbangen fOr O nnd W: 

(18) »(»)+3'(»)-«.-rt«), 

(20) «ä.'(«)-««''W-(||)-9W- 

<Ii' und W' bedeuten die DifTerentialquotienten von O und W 
nach dem ganzen Argument der Funktionen, also nach x-\-ct hezw. 
X — ct. Durch Multiplikation der Gleichung (20) mit dx und In- 
tegration nimmt sie die Form an 

(20a) «(x) - W(ic) - jjg{x)dx + 2 0, 

wo das Integral auf der rechten Seite natflrlich ebenfalls eine von 
x = — CO bis -j-oo gegebene Funktion von a;, und 2C die will- 
kürliche Integrationskonstante ist. 

Durch Addition and Subtraktion von (19) und (20a) folgt 



(21) 



*'W-|[««)-i/K«)"i«]-c- 



statt mit X kann man nun das Argument beliebig anders be- 
zeichnen. Setzt man nach Ausführung der Integrationen statt x 
in der ersten dieser Gleichungen x-\- et, in der zweiten x — et ein, 
so erhält man die gesuchten Wellenfunktionen 



(21») 






Bei der Bildung von u durch Addition der beiden Wellen fällt 
die Konstante C ganz weg, sie ist also belanglos und kann des- 
wegen — gesetzt werden. 

Im allgemeinen sind ^ nnd W beide von Null verschieden, 
es entstehen also im allgemeinen zwei nach entgegengesetzten 
Richtungen fortschreitende Wellen. Soll nur eine, etwa die nach 
+ 3; fortschreitende W, entstehen, so mnß, damit die andere, hier 
C>, dauernd verschwindet, eine Beziehung zwischen {(x) und gix), 
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d. h. zwiacbeo Gestalt der Schwingungskurve und Oeachwindigkeit 
der Teile, bestehen; nSmlich in dem gewählten Beispiel 



rt«) + lfs(')ä: 



Durch Differentiation läßt sich diese Bedingung etwas umformen, 
und man erhalt: es ist dauernd 

a>=^0, wenn?(fl;) = -c/^(j;), 

ist. Im ersten Fall ist nur eine nach -\-x, im zweiten nur eine 
nach ~x fortschreitende Welle vorhanden. Die Fälle, in denen 
eine der beiden Funktionen fix) und g(,x) gleich Null ist, wo 
also zur Zeit Null die Saite — um diese als anschaulichstes 
Beispiel zu wKhlen — aus einer von der Buhelage abweichenden 
Lage ohne Anfangsgeschwindigkeit tosgelassen wird (? = 0) oder 
in der Bnhel^e durch einen Stoß oder Schlag eine Geschwindig- 
keit erhalt (/"=- O), ergeben immer zwei nach +x und —x fort- 
schreitende Wellen. 

I.Fall; Gezupfte, d.h. ausgebogene und losgelassene 
Saite. Es ist ji'(ie) = 0. Die beiden Wellen werden 
(22) tl>{x + ct)^lf(x + ct), W(s-ci)^^fix-ct), . 
indem man, wie erlaubt, O^'O setzt. 

Das bedeutet: eine durch das Zupfen erzeugte Ansbiegung 
(Wellenberg) teilt sich in zwei ,l^ . 

gleicbgestaltete, nach -|-a;und— a: *ßL-s^''' ~''^,J^^ 

fortschreitende Wellen von der hal- ^ — ■"'^^ _*■ — 

ben Höhe des Berges (Fig. 8). Die m» s. 

Verrttckung der Teilchen (Elonga- :;Ä2."f„«ÄCfdSw^*'^S 
tion) bat bei beiden dieselbe Rieb- ein»i»ciir»ohii(6it«oiiMW«nii«WeU««' 
tnng + V. '"' '" »•"«■«» Bmit^ 

2. Fall: Geschlagene Saite. Es ist f{x) — 0. Die beiden 
Wellen werden, indem wieder 0=0 gesetzt wird. 



(23) 



^{«-«1) — [iifslj')''']- 
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Das bedeutet auch die Entstehung zweier in der Form gleicher 
Wellen, die in entgegengesetzter Richtung laufen; nur sind die 
Verrückungen (Elongationen) der Saitenteilchen nach en%egen- 
gesetuten Eichtungen (+ v und — v) 
gerichtet (Fig. 9). In dieser Datstel- 
lung ist der größeren Einfachheit 
wegen angenommen, daß das Integral 
jff(x)dx an den Enden des geschla- 
5^»ntd«rgMchi»e8nen8iteijBi>pa- genen Stttckcs Null wird. Dazn ist 
I «r onn es igea. nötig, daß die Geschwindigkeit 

v' = g(x) der Saitenteilchen innerhalb dieses Stückes zum Teil 
positiv, zum Teil negativ gerichtet ist, und zwar so, daß die 
Flaehenintegrale beider Teile dem absoluten Werte nach gleich 
sind. Bei dem Anschlag eines Hammers an die Saite (z. B. bei der 
Klaviersaite) ist diese Voraussetzung gerade nicht erfüllt, worauf 
hier zur Vermeidung von Mißverständnissen und Irrtttinem auf- 
merksam gemacht werden soll. Ein solcher Schlag erzeugt nur 
Oesch windigkeiten nach einer Seite hin. 

23. Berechnung von ^(x + Ct) und W{x — Ct) für den 
einseitig begrenzten Stab (oder Saite), b) Einseitig, bei 
x^O, begrenzter Stab (Saite), Zu den in Nr. 21 abgeleiteten 
Sätzen kommen hier noch solche, welche aus der Berücksichtigung 
der Grenzbedingung bei x = hervorgehen. Die an diesem Punkt 
eintreffende Welle (&(:» + et) wird reflektiert und zwar je nach der 
Art der Grenzbedingung in verschiedener Weise; an einem freien 
Stabende erfolgt die Reflexion ohne Phasenänderung, d. h. Wellen- 
berg als Berg, Wellental als Tal; an einem festen (eingespannten) 
Stab- oder Saitenende mit Pbasenujnkehr, d. h. Wellenberg als Tal, 
Wellental als Berg. 

Der Stab oder die Saite erstrecke sich von a: = bis 3; — -|- c». 
Die Anfangsbedingungen, d. h. die Funktionen f(x) und g{x), 
sind infolgedessen nur für Werte von x »wischen und + 00 
gegeben. 

Die Grenzbedingungen bei x~0 sind: u = für ein festes, 
^ = für ein freies Ende. 

1. Fall: festes Stab-(Saiten-)ende bei x = 0. Aus der 
Grenzbedingung w = für a!=0 folgt, wenn man in (17) Nr. 19 
x^O setzt, die für alle Zeiten gültige Bedingung, 
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(24) <P(c() + ^(— c() = 0, oder V(_—i) *(«), 

indem msn doa Argument statt durch c< allgemeiner durch den be- 
llebig gewählten Buchstaben z ausdrückt. — Diese Gleichung. in 
Verbindung mit (21) erlaubt, 3> und W für alle Torkommenden 
Argumentwerte aus den Anfangsbedingungen zu berechnen. 

Dnreh (21) allein sind O und ^ hier nur für positive Argu- 
mentwerte bestimmt, da f(x) und g{x) nur für solche Werte ge- 
geben sind. Man braucht aber 5' anch fBr negative Argumente, 
da a; — c( für hinreichend große Werte der Zeit t bei jedem Werte 
X schließlich negativ wird. <& dagegen enthält bei positivem t nur 
positive Argumente x -j- ct. Will man jedoch in die Vergangen- 
heit zurückgehen — etwa um zu sehen, wie der angenommene 
Anfangszustand seinerseits wieder durch Übereinanderlagemng von 
Wellen entstanden ist — , so braucht man auch <I> mit negativen 
Argument werten. Dazu dient ebenfalls (24), indem man daselbst 
t bzw. e negative Werte beilegt. 

Physikalisch betrachtet ist der Vorgang folgender: Die zur 
Zeit ( ^ vorhandene, auf irgend eine Weise entstandene Welle 
y(a; — c() schreitot nach rechts (-J- x) hin unverändert und un- 
behindert fort, indem immer diejenigen Stücke des Stabes oder 
der Saite von der Bewegung ergriffen werden, für welche das 
Argument x — et zu der betreffenden Zeit innerhalb des Inter- 
valles liegt, in dem die Funktionen f und g bezw. eine von ihnen 
von Null verschiedene Werte haben. 

Die zur Zeit (^0 vorhandene Welle (p(a!-|- ci) schreitet ebenso 
nach links (— x) fort, bis sie den Punkt a: = erreicht. Dort wird 
sie reflektiert, d. h. in eine Welle W umgewandelt, die die ¥orm 
der bisherigen Welle <t hat, jedoch mit negativen Ordinaten 
[vgl. (24)], und die nun nach rechts {+ x) hin fortschreitet. Die 
□ach links laufende Welle scheidet damit aus, und es bestehen 
nunmehr zwei nach rechts (4- :e) hintereinander herlaufende Wellen 
W, die vordere von der ursprünglich vorhandenen ^^-Form, die 
nachfolgende von der (umgekehrten) Form der ursprünglichen 
(P-Welle. 

Mau kann sich das Verhalten einfach veranschaulichen, wenn 
man sich die Saite (den Stab) über x = hinaus nach — oo hin 
fortgesetzt denkt. Die nach links laufende (P-Welle tritt dann bei 
x — auf diesen gedachten negativen Teil über,- scheidet also aus 
dem reellen System aus ; dagegen tritt, von der gedachten negativen 
Verlängerung herkommend, eine Welle auf die Saite Über, welche 
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die Form der veracliwundenen (Ü-Welle besitzt, jedoch gespiegelt 
in bezug auf die y-Ächae und auch die avAchse (vgl. die Fig. 10). 
Die Übereinanderlage- 
ruDg der ankommenden 
Welle (I> und der reflektier- 
ten Welle W (mit negati- 
ven Ordinaten) ergibt an 
der Stelle x = dauernd 
Buhe, wie man auch ans 
der Figur sofort ersieht. 
2.Fall:Freieg8ta,b- 
endebeix°-0. BieGrenz- 
bedingung ist 3- " fBr 
3! =^ 0. Unter Zugrunde- 
legung derselben ergibt sich 
aas der nach x differenti- 
ierten Gl. (17) in Nr. 19 

(26) 0'(ct)+^'(~ct) = O oder W'(—s)^-0'(z). 

Durch Integration folgt daraus 
(26) y(_ ,)_ + »(,). 

Diese Gleichung, welche Gl. (34) entspricht, zeigt, daß im 
Gegensatz zu dort die Kefleiion ohne Phasenumkehr erfolgt, also 
Wellenberg als Berg, Wellental als Tal (positive Eefleiion). För 
die beim überschreiten des Punktes a; = ausscheidende Welle 
<I>(x -{' et) tritt eine an Form gleiche, nur in bezug auf die y-Achse 
gespiegelte Welle W(x — et), die nach wachsenden x hin fort- 
schreitet, auf den Stab über (Fig. 11). 

28. Bereohnimg von 0{x + Ct) und W(x — et) für den 
beiderseits begrensten Stab (oder Saite), c) Beiderseitig, 
bei 1 = und x~l, begrenzter Stab (Saite). Für die An- 
fangsbedingungen, also die Form der Wellen, bleiben die früheren 
Satze (vgl. Nr. ai) in Kraft. Die lilumlichen Grenzbedingungen er- 
geben hier an beiden Enden Reflexionen, so daß die einmal er- 
zeugten Wellen dauernd aber den Stab (die Saite) hin und zu- 
räck laufen. 

Sind die Grenzbedingungen an beiden Enden gleichartig (d. h. 
sind beide Enden fest oder beide Enden frei), so wiederholt 
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Isdem 8UI>*iidc. 
Bit 1 fTal«D Endu, 
mit 1 faitftD Endam. 



sich offenbar jeder Yorgftng gen&u in der ursprünglichen Fonn, 
naohäem die Welle an beiden Enden je einmal reflektiert norden 
ist, also die Stablfinge l zweimal durohmessen hat Mau brancbt 
sich nur das Bild der reflek- ^.. „„,. ^,_ ^„^. 

tierten Welle zu vergegenwär- 
tigen, um dies zu erkennen. 
In Fig. 12 sind die einzelnen 
Phasen, die Hin- und Her- 
gänge einer Welle, bis sie 
wieder die uraprflngUche Form 
und Eichtang hat, dargestellt 
Diese Phasen, hier zwei, sind 
mit den Zahlen 1 und 2 be- 
zeichnet. Die nach links ge- 
hende Wellenpbase, (P, ist 
durch eine ausgezogene Kurve, 
die nach rechts gehende, W, 
dmch eine gestrichalte dargestellt. Alle Vorgänge sind also in 
diesen beiden Fällen periodisch, und zwar mit der räumliehen 
Period62I, der doppelten Stab länge. Die zeitliche Periode ist 2"=—; 
das ist die Zeit, in welcher die Welle mit der Geschwindigkeit c 
die Strecke 2i durchläuft. 

Sind die Grenzbedingungen i 
d. h. ist ein Ende fest, das andi 
tive, an diesem positive Re- 
flexion statt, und das bewirkt, 
daß sich jeder Vorgang erst 
nach vier Reflexionen, je zwei 
an jedem Ende, vollkommen 
genau wiederholt (vgl. Fig. 13, 
fOr die das bei der vorigen 
Figur Gesagte gilt; nur sind 
hier vier Phasen zu unter- 
scheiden). Hier ist also die 
räumliche Periode doppelt so 
lang, nämlich gleich der vier- 

" Di( 

liehe Periode ist 2" = ^, also »■. die bsidim «nien. 



[ beiden Enden ungleichartig, 
frei, so findet an jenem nega- 




a boldsn l«tKt«n PhAun dH Totguifl^B. 
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aoch doppelt so groß wie im vorigen F&lle. Das bedeutet, daS die 
(Grund-) Schwingung eines solchen Sjstems doppelt ao langsam 
erfolgt, wie die eines Stabes oder einer Saite mit zwei gleich be- 
schaffenen Enden (vgl. auch Nr. 25). 

Das Spiel der hin und her laufenden Welle, die an den Punk- 
ten X — und x^~l reflektiert wird, läßt sich darstellen, indem 
man sich zwei gegen einanderlanf ende Wellenzüge denkt, von denen 
der eine nach +a-, der andere nach —x fortschreitet, und deren 
Übereinanderlagerung innerhalb der Strecke x = bis iC = I den 
Schwingnngszustand daselbst ergibt. Im ersten Fall (beide En- 



Holcll int VnsniahiMiliiihiuig du Welleubawegniig tat «in«n b«idsn«lla fsit «In- 

gHpuiit«)! Sub {SUM) •«iuhen nnd i. Dl« »DtgeBogenHi Wallen lufan uwh llnki, 

die geililohellui n«oh reohB. 

a und » alnd die beiden enlgegengHeleten Hium dH Vorsinget. 

den fest oder beide Enden frei) ist die Welle periodisch mit 
der I^ge 21, d. h. es ist immer derselbe Zustand vorhanden inner- 
halb der Felder x — bis x^l, x~2l bis 31, il bis 51 usw. 
und auf der negativen Seite zwischen — l und — 21, ~3l und — i I 
usw.; der zu dem vorigen spiegelbildliche Zustand (vgl. Nr. 22 und 
Fig. 10) ist vorhanden auf den Strecken IhiaSl, 3 2 bis 4 [ usw., bis 
— l,^2lh\s — 3/usw. Die erstgenannten Wellen schreiten nach 
der einen Richtung (etwa nach links), die letztgenannten nach der 
entgegengesetzten, also nach rechta hin fort (Fig. 14). Dieses Modell 
veranschaulicht die Bewegung der direkten und reflektierten Welle 
im Gebiet von ar-=0 bis a:=I, Gleichzeitig kann aber natärlich 
noch eine Welle W vorhanden sein, die von t^O an in diesem 
Gebiet nach -f x hin läuft und ganz entsprechende Reflexionen an 
den Enden erleidet. Diese ¥'- Welle wird durch ein ähnliches Modell 
veranschaulicht, nur ist hier die ursprüngliche Bewegung nach -|- x 
(rechts'), die reflektierte nach — x (links) hin gerichtet. Beide Wellen, 
d> und W, zusammen mit ihren reflektierten Wellen, geben die all- 
gemeinste Bewegung, die überhaupt möglich ist 
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Sind und ^ Siauawellen von gleicher Amplitude, so ergibt 
sich als Resnltat der Übereinanderlagemng beider Wellenzüge die 
stehende sinusförmige Schwingung der Saite oder des Stabes mit 
Knoten bezw. Bäuchen an den Enden (und eventaell einem oder 
mehreren Knoten und Bäuchen im Icnern der Saitenlänge), wenn 
die halbe Wellenlänge — der Wellenberg oder das Wellental — 
gleich der Stablänge (SaitcDlänge) { oder einem ganizabligea Sub- 
multiplum derselben 1-, -^ usw.) ist. Vgl. Fig. 15. 




Durch ÜbereinanderlageruDg verschiedener Sinuswellen, deren 
LiLnge 21,1, — , — usw. ist, also im Verhältnis der ganzen Zahlen 
abnimmt, kann man beliebig geformte stehende Wellen erhalten; 
denn diese Übereinanderlagerung stellt, mathematisch betrachtet, 
in jedem Äugenblick eine Fourierache Reihe dar. 

Im zweiten Fall (ein Ende fest, das andere frei) ist 
die Welle periodisch mit der Periode 4/, d. h. es ist immer der- 
selbe Zustand in bezug auf Form und Fortschreitungsrichtaug der 
Welle Torhanden in den Feldern X'—Q bis X'—l, X'- it bis 5C, 
8f bis 91..., — 3/ bis —4/, — 71 bis —81 usw., kurz immer in 
den um il voneinander entfernten Feldern. Das entsprechende 
gilt für die anderen Felder, und zwar sind nach dem oben Ge- 
sagten und in der Fig. 13 Dargestellten für jede Welle vier ver- 
schiedene Zustände zu unterscheiden, von denen zwei als Wellen 
nach rechte, zwei nach links fortschreiten. Die Verteilung auf die 



5y Google 



50 3. Eap. EigeDBchwingungen vom Tjpn« der SaitenBchwingungeji 



BewegnngBrichtung der Welle 



1. Phue 4 PhMa 



links recht« 

S. Fliaie 2. PhsB« 



-31 bis -41 
-71 „ -81 



1 bia 21 
61 „ 61 



-21 hh -31 
-11 



21 Mb 31 
6/ „ 71 
101 „111 



- l bJB -2t 
-5i „ -SI 



- bia - ( 
-5J 



einKelnen Feläer ergibt sich aus Tabelle 2 tmd Fig. 16. Die vier 
Phasen der Erscheiauag, die durch das UbereiuanderhiDlaufeD der 
vier Wellenzflge entstehen, sind untereinander dargestellt. Hierbei 
ist wieder nur die (auf der Strecke bis () ursprünglich nach links 



.,Z\t 



'KH. 



orx,! 



•KP. 



4|/A?.' . 



'IXT! 



JA! 



"KTi 



liZli 



i\7T 



J/IXi 



"XTt 



J^ 



'KTl 



dZÜ 



XTXJ 



:JZli 



— - - — Fig. 16. 



"xr 



ModtU «r Tei4iucih«U 



g d« WeUeDbtvegiuig auf «Insm lli 
o, fr, <^ d alnd di« 1 TencUadaiun Huip^usn. SaaeioluiDng « 
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33. BeiechnuDg Ton $ und V fnr den beiderseitB begtenzteu Stab 51 



( — x) laufende <S-Welle berQckstchtigt, die infolge der Bafleiionen 
aufierdem zweimal als nach rechts laufende ^^-Welle und noch 
einmal aU nach links laufende <2>-Welle erscheint. AnBer dieser 
Welle kann noch eine ursprünglich nach rechts laufende ^^-Welle 
vorhanden sein, die durch Eeflexioa zweimal zu einer nach links 
laufenden <S-Welle und ein drittes Mal zu einer nach rechts laufen- 
den ^-Welle wird. Beide Wellen können ganz Terschiedene Ge- 
stalt haben. Ihre Phasen ordnen sich offenbar so in die Felder 
des Bewegungsmodells ein, daß in jedem Feld eine nach rechts 
und eine nach links schreitende Welle vorhanden sind. 



J!:^^-"^-? 




- -^ 








.''"'"^~-. 





Sind beideWellenztlgeSinuBwellen von gleicher Länge (Periode) 
und ^Amplitude, so fügen sich ihre einzelnen Phasen zu zwei in 
entgegengesetzter Richtung äbereinander fortschreitenden Sinus- 
linien zusammen, die wie im vorigen Fall eine stehende Schwingung 
ergeben ; nur treffen hier die Ptasen immer so zusammen, daß am 
festen Ende {x ^ O) ein Bewegungsknoten, am ü-eien Ende {x = l) 
ein Bauch entsteht. Damit dies zutrifft und die entstehenden Sinus- 
linien glatte Kurven ohne Enicke und Unstetigkeiten werden, muß 
auf die Lfinge 1 ein ungeradeaVielfaches der Viertelwellenlänge 
der Sinuswelle kommen (Fig. 17), Diese Figur zeigt in a zwischen 
und ( den einen Wellenzug <P, der mit den auf der gedachten 
YerlKngerang des Stabes l fortschreitenden zugehörigen Wellen 2, 
8, 4 die ursprünglich nach links gerichtete Welle <S darstellt; 
ebenso in ß die ursprünglich nach rechts gerichtete ^f- Welle. Beide 
superponieren sich und setzen die stark ausgezogene stehende Schwin- 
gung zusammen, die in y in der ersten, der Wellenstellung a und 
ß entsprechenden Phase gezeichnet ist; es ist die Phase der maxi- 
malen Elongation, Die nur gedachten, außerhalb der Stabltknge 
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gelegenen Wellenteile sind in y punktiert gezeichnet. Die stehende 
Schwingung hat hier am festen Ende x — einen Knoten, am 
freien Ende x =• I einen Baach. 

34. ^tegrstioD der Bewegungsgleiohtmgen uaoli D. 
BemonlU. Parttknlarintegrale. Normalfuuktioiian. LSanng 
von Danieli Bernoulli dorch Zerspaltung. Diese Lösung ist 
nur auf beiderseits begrenzte StSbe oder Saiten anwendbar, wie - 
sie ja in Wirklichkeit auch immer vorliegen. Es soll eine Lösong 
gefunden werden, welche der Differentialgleichnng und den (rfium- 
lichen) Grenzbedin gangen genügt. Der Anfangs zustand (d, h, Lage 
und Gesohwindigkeit der Teilchen zur Zeit f ^n 0) soll TorlUnfig 
unberücksichtigt bleiben. 

Die Integration gelingt mittels der Methode der Partikulär- 
integrale durch Zerspalten der partiellen Differentialgleichung 
(13) in Nr. 18 in zwei gewöhnllcbe ebenfalls lineare Differential- 
gleichungen 2. Ordnung. Man nimmt n&mlich versachsweise an, 
daß das Integral sich als Produkt zweier Funktionen darstellt, Ton 
denen die eine nur von x, die andere nur von t abbBngt, and er- 
hält damit eine brauchbare Lösung, wodurch die Berechtigung 
jenes Ansatzes erwiesen ist. Man setzt 
(27) u-Mf-)-«!«, 

wobei die Funktion «<*' nur von x, «''' nur von t abhfingt. Durch 
Einsetzen des Wertes von (27) in Ol. (l3) erhält man nach ein- 
fachsten Umformungen 

(.8) y^-z^,'^- 

Links steht jetzt eine Tunktion nur von (, rechts eine solche nur 
von X. Die Gleichung mufl fdr alle möglichen Werte von x und 
t gelten. Das ist nur erfüllbar, wenn beide Seiten konstant, und 
zwar gleich einer und derselben Eonstanten sind, die wir — n* 
nennen wollen. Daraus ergeben sich die beiden gewöhnlichen, ein- 
ander in der Form gleichen und mit der in Bd. I Nr. 34 behan- 
delten Gleichung (Ha) identischen Differentialgleichungen 

(20) ■'•^— „.„«, ■^f =-^'.«. 

^ ^ dt* dt' e* 

Partikulare Integrale, d. b. Integrale ohne Integrationskonstanten 

sind 
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(30) «M- , »«- 

Ans diesen lassen sich durch geeignete Eomhinationen nach (37) 
Lösnngen « bilden, welche die in Nr. 20 snfgeiäbllien Grenzbe- 
dingnngen erfSUen, wenn man der vorläufig noch unbesUmmt ge- 
lassenen Eonstante n passende Werte gibt. Folgende vier Kom- 
binationen sind möglich 

Isin — sinnt, cos^sinni 
c c 

Bin — cosnc, cos — cosnf . 

Die untereinanderstehenden Paare unterscheiden sich nur in der 
Phase, nicht in der Form; die nebeneinander stehenden Paare 
haben gleiche Phase, aber verschiedene Form. Jede der vier Kom- 
binationen kann mit einer (beliebigen) konstanten Amplitude multi- 
pliziert werden. Die Schwingungen, die hierdurch dargestellt wer- 
den, sind ungedämpfte sinusförmige oder eisfach pendelförmige mit 
der Kreisfrequenz « (Frequenz -^j — in 1 Sekunde). Die Sinusform 
gilt sowohl mit be^ug auf die Zeit, wie auf die Koordinate x. Die 
Sinusform der Zeitfunktion bedeutet, daß der der Schwingung ent- 
sprechende Ton rein ist (ohne ObertOne); die Sinusform bei. der 
Ahh&ngigkeit von der Dinge x bedeutet, daß die Verrtickungen, 
graphisch als Funktion der Koordinaten a; der Saiten- bezw. Stab- 
qnerscbnitte aufgetr^en, zu jeder Zeit t eine Sinnslinie ergeben. 
Am anschaulichsten ist das bei den Transversalscbwingungen der 
Saite, wo diese Sinuslinie unmittelbar in der Gestalt der schwingen- 
den Saite zutage tritt. 

Die Funktionen u''', welche nach Abtrennung des Zeitfaktors 
«''' fibrig bleiben, sind die „Normalfunktionen" oder „Eigen- 
funktionen" der schwingenden Saite (bezw. des Stabes). Wie aus 
der folgenden Nr. 35 hervorgeht, gibt es unendlich viele solche 
Fnuktionen verHchiedener Ordnung, da zu jedem der unendlich 
vielen Werte der Eigenfrequenz «^, d. h. zu jedem Werte der Ord- 
nungszahl k zwei konjugierte Normalüiuktionen (hier t. B. sin n^x 
und cosn^x) gebSren, die beide partikoltlre Integrale derselben 
DifFerentialgleichung sind. 
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Derartige „Normalfanttionen" bestehen für jeden schwin- 
gungsf^higen KCrper (Saite, Stab, Platte, ga.agefüllt«n Hohlraum 
usw.), und zwar stets in unendliclier Zahl. Ea sind immer die par- 
tikularen Integrale der für den Körper cbarakteristischen Diffe- 
reatialgleichnng, welche nach Abspaltang des Zeitfaktors übrig 
bleibt. Ans der Form der in Betracht kommenden Differential- 
gleichungen lassen sich zwei wichtige S&tze über die Normalfunk- 
tionen ableiten, die als OrthogonalitStsbedingungen (oder 
IntegraleigeDSchaften) derselben bezeichnet werden. Sind h und k 
zwei Ordnungszahlen, u und v zwei konjugierte N'ormalfanktionen, 
d.h. zwei verschiedenartige (voneinander unabhängige) partikuläre 
Integrale derselben DiSerentialgleichung (im obigen Beispiel die 
SinuS' und die Kosinusfunktion), so gilt bei Integration über den 
ganzen Körper 
(31) ßt^(x)-v,(x)äx='0 A§ft. 



«) fu,ix)u,(x)d 



(0, wennA + Ä 

( konst , wenn h~k. 



Der konstante Wort in (31a) für Ä = fc kann gleich 1 gemacht 
werden, indem man alle Iform&lfunktionen mit einem passenden 
Faktor versieht. Ähnliche Formeln gelten, wenn die Kormalfunk- 
tionen von zwei oder mehr Variablen x,y,Z... abh&ngen. 

26. Bereohnimg der Eigenfrequeiuen n. Die zulässigen 
Werte der Schwingungafrequenz n sind je nach den Grenzbedin- 
gnngen verflchieden. In jedem Falle aber ergibt sich nicht nur ein 
Wert, sondern eine anendliche Reihe getrennter (diskreter) Werte, 
und damit eine entsprechende Beihe möglicher Schwingungen des- 
selben Systems, die als Partialsohwingungen (Teilschwin- 
gungen) oder als Grundschwingung und Oberschwingun- 
gen, musikalisch als Grundton und Obertöne, bezeichnet werden. 

Der Stab oder die Saite habe die Länge l und er- 
strecke sich von x = bis a: = i.') 

1) Legt man den Koordinatenanfangapunkt anderswo hin, z. B. in 
die Stabmitte, so erstreckt sich der Stab von ~ — bis -|- ^ < ^^^ "**» 
mnß — bei denselben Grenzbedingungen — cos — statt sin - — neh- 
men nnd umgekehrt. Die Werte der Scbwingongafrequenzen n werden 
aber dadurch nicht geändert. 
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Ist die Grenzbedingang f&r das Ende x~0 die, dafi keine 
Verrüekimg daselbst stattfinden, also m bzw. v, w oder »(? gleich Null 
sein soll, so genügt nnr ein Integral u usw. mit sin — als Faktor 
dieser Forderung, da cos — f^r x = niemals Nnll werden kann. 

Soll nun weiter am andern Ende bei x^l ebenfalls w (bzw. v, 
w, ^) = sein, so muß ain = aein, welche Bedingung eine — 
hier sebr einfache — transzendente Gleichung zur BestimmuDg 
Ton H darstellt. Sie ergibt aufgelöst für n die Beihe von Werten 

"(32) »-2*1^, (t=i,ä...») 

Soll dagegen am andern Ende bei x — I zur gleichen Zeit nicht 
«, sondern 5~ = sein, so muß - cos — für x^l Terachwinden, 
worans für n die Wertereihe folgt: 
(33) „„(2Ä-l)|f <* = .,..... 

Dieselben Werte m wie in (33) erhält man, wenn bei a; — 
g- — nnd bei x = l u — O sein soll, wenn also festes und beweg- 
liches Ende vertauscht werden. Dieselben Werte n wie in (32) ei^ 
geben sieb, wenn an beiden Enden nicht u, sondern ^ '^0 sein 
soll. Nur tritt im Integral « nicht sin — sondern cos — , also 
eine andere Normalfanktion als Faktor auf. Allgemein gilt also 
die Wertereibe (32) fär n, wenn die Grenzbedingungen an beiden 
Enden gleich, dagegen die Reibe (33), wenn sie an beiden Enden 
verschieden sind. 

Der Wert « för ft = I ent^richt der Grundschwingung oder 
l.Partial Schwingung, die folgenden gehSren der 3., 3.,.. .usw. 
Partialicbwingung oder,in andrer Bezeichnung, der 1., 2., usw. 
Obersehwingung an. 

26. VoUat&ndige LÖBOngen, Sohwingangsfiguren and 
Frequenzen der Parti alsohwingungen. Die ScbwingungsGgur, 
insbesondere Lage und Anzahl der Knoten und Bäuche ergibt sich 
in jedem Einzelfall aus dem partikulären Integral der Lösung 
d, h. aus der zugehörigen Normalfunktion; mit wachsender Ord- 
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56 S- Etip. EigeDBchwingongen TOm Typus der SaiteDacbwingungea 

nungszahl h der Parti alschwingnng wKchst die Zahl der Knoten 
und Bäncbe. Allgemein gilt in jedem Falle; bei den Orenibedin- 
gungen, welche zu (33) föbren, sind gleich viel Knoten und B&ncbe 
vorbanden, bei den Bedingungen, welche auf (32) fttbren, ist die 
Zahl der Kaoteo um eins größer oder kleiner als die der Bttuehe. 
Das Nähere ergibt sieb aus der Behandlung einzelner Fälle auf 
Grund der in Nr. 30 aufgestellten Grenzbedingungen. 

L Longitndinalschwingungen von Stäben. 

1. Beide Enden (bei :e = und x^l) fest. Die Grenz- 
bedingungen sind 
(34) M — für a; — und » = 1. 

Zulässige Losungen sind also 



(35) 






Aus beiden läßt sich, da die Differentialgleichung (13) Nr. 18 
linear ist, durch Superposition eine neue mit beliebig wählbarer 
Pbasenkonstante #^ ableiten 

(35a) Mj^(jlj'sin»ji+Aj"cosMt()sin-*— — ji,sin-^sin(«ti+#t), 



wobei 

(36) 



A, = i/ITM^""*, tg », - -^. , 
a; 



sind^^ ^ * _^ , cos^t-^ 



ist. Die Phase, überhaupt die ganze Zeitfunktion ist nebensäch- 
lich, wenn man nur die liLumliche Form der Schwingung, die Ge- 
stalt der Schwingangskurre bestimmen will Diese wird durch den 
Faktor sin——, die Normalfunktion, gegeben. Man erhält, wenn 
man ihn gleich Null setzt, mit ROcksicht auf die Werte von n 
die in Tabelle 3 angegebenen Lagen der Knoten (u^'-O) und 
Bäuche (u^ maximal veränderlich). Dieselben Lagen haben die Kno- 
ten und Bäuche der Geschwindigkeit y/- Dagegen sind die Kno- 
ten und Bäoche der Dilatationen g-, des Druckes p und der Dich- 
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26. Schvingangafigoren und Frequenzen der PartiaUchwingnngen Ö7 



Ordnungs- 
zahl der 
Partial- 


Verrfictnng u 
OeBchwin- 
digkeit 1)! 


beiderseits fester Stab (Longitn- 
dinalschw.), oder Saite (Longita- 
dinal- und TiausTersalschw.), 
oder beiden eita geBchloaaene 
GhuBänle (Longitndinabchw.) 


Dilatation 1^ 
und Dichte- 
ändernng -^ 


■ 


Knoten 
Bauch 


I 

( 
2 


Banch 
Knoten 


S 


Knoten 
Banch 


4 4 


Banch 
Knoten 


a 


Knoten 
Banch 


» ¥ ¥ • 

l 31 Bl 
6 6 6 


Banch 
Knoten 


4 


Knoten 
Banch 


2J 41 61 

° T 8 ¥ ' 

I 81 61 11 

8 8 8 e 


Banch 
Knoten 


6 


Knoten 
Baach 


2i il 61 81 

10 10 10 10 

I 31 61 11 tl 

10 10 10 10 10 


Banch 
Knoten 




Dilatation 1^ 
und Dichte- 


beiderseits freier Stab (Longi- 
tudinalBchw.) 

oder 


Verröeknng » 

und 

Gewhwin- 



te q, sowie der Änderungsgeschwindigkeitea -J^ und p— dieser beiden 
Größen gegen jene verschoben, und zwar fallen offenbar die Knoten 
der Dichteänderungen mit den Bäuchen der Verrückung und Qe- 
schwindigkeit, die BSache mit den Knoten derselben zusammen, 
da s— = — cos— — ist und der Kosinas seine Nullstellen und Ex- 
tremwerte gerade in der Mitte zwischen denen desi Sinus besitzt. 
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58 S. Kap. Eigenachwingungen vom Typus der SaiteuBcbwingiuigen 

j_ .::^^''-^--,. — ——^ Diese Bedelrnngen folgen ans der Gl. (2) 

" in Kr. 16, sowie der Oberlegnng, daB 

Dmck und Dichte einander immer par- 

i=i ■ <''^^^77''-^ - v..^- ■ ' ' "v fJ'«l gehen, daB also mit wachsendem 

Druck auch die Dicht« zunimmt osw, 

. — ^ '"-ic ^'* Tabelle gibt ihre Lage in der rechten 

*=* '■-., 'Sil/' ""--? Randkolumne, während für die Ver- 

fig. 18. rilckung und Geschwindigkeiten die linke 

aciiwingang>flt<ii d*r erittm dni Randkolumne gilt. Beide Male ist die 

A,,^eX^^^^^^- Tabelle von oben her zu lesen (vgl. weiter 

iZ't^räittu^msSbm^i unten). Fig, 18 stellt für die Ver- 

Diebte-niidDmckbideniiiBbai rückung und die Dllatatton die Schwin- 

G«" riehTiii'knrre gungsflguren der drei ersten Partial- 

DiohM- nnd Drackind«ning iisi schwinsuncen dar. Die Schnittpunkte 

(e«t-(BHmn Sub (SiiM], Ter- ^r -i. i .1. ■ L 

Tflokiue biw. fiBiDiiwindigkeit oieser Karren mit der Abszissenachse 
bei f™i.fr.i«m Stab, ^j^^j j-^ Knotenpunkte. 

2. Beide Enden des Stabes (bei x — und x — t) frei. 
Grenzbedingungen sind 

(37) 1^ = fOr ir = und x — l 

^ ' ex 



(38) 



Zulässige Lösungen sind 

B^ cos -*— sin n^t 
S."cos-*— cos nJ 



Auch liier läBt sich wieder eine Lösung mit willkürlicher 
Phasenkonstante 9/ ableiten 

(38a) Mt-(S/sinMj(+s;'co3»it)cos^=JBiCos^sin(«ji+#;), 

( B, = 1/V + Vt tg **' -- fV , 

sin ■&. = — , cos #1 ■= — 

ist. Die Lage der Knoten und Bauche ist hier gewissermaßen 
reziprok zu deijenigen des vorigen Falles, Sie sind in Tabelle 3 
auch mit enthalten, wenn man nicht die Spaltenüberschriften, 
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26. Sobwingiingsfiguren nnd Frequenzen der PartiaUchwiDgungen 59 

Bondem die Unterschriften benutzt, die Tabelle also von unten 
nach oben liest 

3. Ein Ende dea Stabes fest, das andre frei. 

a) Es sei das Ende bei x=-0 fest, das bei x = l frei. Die 

Grenzbedingungen sind 

(40) « = für x — 0, |~-0 för x — l. 

Zulässige Lösungen sind hier 

ICj' sin — — sin »^t 
^^ für »t- ^ ~,^°" . {*-i.i...), 

C/'sin-^ cos «j( 

bzw. die allgemeinere aus beiden vereinigte 

(41a) Wj=(<7j'sin«,(+C'/'cöSMj()Bin-*— =CjSiu— -sin(«j(+ä'j"). 

b) Es sei das Ende bei x=~Q frei, das bei x = \ fest. 
Grenzbedingungen sind 

(42) 1^ = för x-O, u = für x^l. 

Zulässige Lösungen sind 

iDi'cos-*— siuM.i 
c * ,„ 2*-l)wc 

i?"oos-~-eo8ni( 



(13) «.- 



bzw. 

(43a) Wi=(i);sin«ii+D2cosMj()«>8^=i)^co8^sin(«ii+#;"). 

C^, Öj", I)^, #j"' sind durch Gleichungen analog (36) und (39) 
gegeben, wenn man darin A^. bzw. B^ durch C^. und Dj, 9^ bzw. 
ftj' durch ■&j" und ■&j"' ersetzt Die Lösungen 3a) und 3b) unter- 
scheiden sich nur. in der Form der Normalfunktionen sin -^— und 
cos-^— , die als Paktoren auftreten. Die Lagen der Knoten nnd 
Bäuche sind aus der Tabelle 4 zu entnehmen, die analog der vo- 
rigen eingerichtet ist. Fig. 19 stellt wie Fig. 18 die Schwingungs- 
figuren und die Lage der Enoteu und Bäuche dar. 
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S. Kap. Eigenschwingnngeu vom T;pas der SaiteDBchwingoiigen 



Lage der Enoten und Bänche der Yeirficktmg, GeBchwiadigkeit, 
Dilatation nsd Dichteäuderung. 



Ordiiongs 
zahl der 
Partial- 
Bchwin- 
gungt 


VerräclningM 
Ges^chwin- 
digkeit|f 


bei fester , bei I freier Stab 

oder 

OaMänle (LongitudinalBchw.) 


und Dichte- 
änderung 1? 


1 


Knoten 

Banch 





Banoh 
Knoten 


2 


Knoten 

Bauch 


¥ 
i 


Bauch 
Knoten 


3 


Knoten 
Bauch 


1 ¥ ' 


Baach 
Knoten 


4 


Knoten 
Bauch 


¥ T V 

I 3{ 61 
7 7 7 


Baach 
Knoten 


5 


Knoten 
Bauch 


3i 41 el 81 
9 9 9 9 
{ 31 61 12 
9 T T 9 


Banch 
Knoten 




Dilatation 1^ 
nnd Dichte- 


bei freier, bei J fester Stab 
(Longitndinabcbw.) 
oder 
bei offene, bei I geschloBHene 


Yenückaug u 

und 

GeBchwin- 

digtoii If 



IL Toraionagcbwingungen kreiszjlindriacher Stftbe. 
Sämtliche ftir Longitodioalschningungen abgeleiteten Gesetze 
gelten offenbar auch hier, da alle Bedingungsgleichungen mathe- 
matisch dieselbe Form haben. Nur ist statt der Verrückong m der 
DrehungswJnkel i(f, statt der Geschwindigkeit -^ die Winkel- 
geschwindigkeit ^, statt der linearen Dilatation ^— die Sche- 
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S7< ZüBaiiiiiieiifolleii der Enobin tmd B&nche 



rung 5— hat kein anmittelbarea Ana- -j;^;,.^-^ — — -^^ 

logon. Die Tabellen 3 nnd 4 für die ~--.,.-^>-;^ 

Knotenlagen Bind ebenfalb anwendbar. . 

IIL Longitudinal- und ~ "---IXL^'^ 

Transversalscbwingungen Ton Fig.is. 

S- i. SchwinffoiigHflgar An entvn drei 

»'■''""■ FutiiilHliwiBguiieu. 

Auch bler gelten dieaelben Über- AosBsiogen« Knue — — — ; 
legnngen, daher auch dieselben Gesetze kaitbBifHt-miemststsDniak- 
fllr die Schwingungsform. Bei den Zt^'ß!^*^'"" *^ '^ 
Transversalschwingungen tritt für «die 
Verrüokung v bzw. w, fiir die Dilatation 
^ der Neigungswinkel') ^ bzw. , 
des betreffenden Saiten demente s gegen die Äbszissenachao x ein. 

Es können jedoch, da beide Saitenenden fest sein müssen, nur 
die unter I 1. (Stab mit festen Enden) angeführten LSsungen in 
Betracht kommen. Die Schwingnngsfrequenzen der Partialtöne sind 
daher bei Saiten immer nur durch Gl. (32), die Knotenlagen durch 
Tabelle 3 gegeben, wenn darin u durch v bzw. w ersetzt wird. 

27. B&umliobes und zeitliche h Zuaammenf ollen der 
Knoten und Bäuche. Fa8t man das über die Lage der Knoten 
und Bäuche Gesagte zusammen, so erh&lt man folgendes Bild: 

Bei jeder einzelnen Partialschwingung fallen räumlich zu- 
sammen die 

Knoten der Verräckung oder Verschiebung der Teilchen (u, v, 
W hezw. ^), 
der Geschwindigkeit der Teilchen (-kt j "ä7 • T7 ) ät) t 
dar Druck- und Dichtegradienten s^ und ^ ; 
andererseits fallen zusammen die 

Knoten der Dilatation „ - bezw. der Neigung gegen die Abszisaen- 
achse 3— und 5— , wie der Scherung =-^ , 



1) Eigentlich der Tangeni dee Neigungswinkels. 
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einerseits 



62 8. Eftp. Eigenschwingangen vom TjpnB der Sutenichwiugiuigeii 

des Druckes p und seiner zeitlichen Änderung ^, 

der Dicbte (f und ihrer zeitlichen Änderung -3r ■ 

Die Knoten der einen Art fallen rclumUcIi stets mit den Bäuchen 
der anderen zusammHu. Diese Sätze folgen ohne weiteres aus den 
Tergchie denen Beziehungen zwischen den genannten Größen, wenn 
man die zulässigen Integrale einsetzt, die durchweg Produkte von 
Sinus- oder Kosinusfunktionen sind. 

Für das zeitliche Zusammenfallen ergibt eich ebenso fol- 

Es sind stets in gleicher oder um 180" verschiedener 
Phase 

die Verrückung (w, v, w bezw. ^), 

die Dilatation 3— bezw. die Neigung gegen die Achse 

x~ und -K— , sowie die Schemng -^, 
der Druck p und der Dmckgradient 0^ , 
die Dichte o und ihr Gradient g— . 
andererseits die Geschwindigkeit der Teilchen ^ , ^ , -^ 
b»w. ||- 

Die Phasen dieser beiden Arten von Größen sind um 90" 
bezw. 270" gegeneinander verschoben. 

28. Sohwin^ngsfona bei beliebigem AnfangBanstaiid- 
Übereiuanderlagening der FartialaoliwiiigaageD. Die bei den 
bisher betrachteten Schwingungen möglichen Frequenzen n, die 
durch Gl. (32) und (33) in Nr. 26 bestimmt werden, bilden eine 
arithmetische, im Yerhältnis der ganzen Zahlen ansteigende Beihe. 
Die zugehörigen Partialtöne werden als „harmonische" bezeich- 
net, insbesondere vom 2. Fartialton ab als harmonische ObertCne. 
Die hier behandelten schwingnngsfähigen Gebilde, Saiten, lon- 
gitudinal schwingende Stabe and ebenso GassSulen (vgl. Nr. 33), 
können also bei den besprochenen Schwingungstypen Töne der 
harmonischen Parti al-Tonreihe geben, und zwar entweder die voll- 
stöndige Beihe mit allen Ordnungszahlen (wenn an beiden Enden 
des Stabes oder der Saite gleichartige Grenzbedingungen herr- 
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28. Übeieinandeilagenuig der PutialeohwiDgangen 63 

Bchen) oder nur die nngendzahligen Partialtöne (wenn die Grenz- 
bedingungen Terscbieden artig sind). 

Diese Partialscliwingangeii können auch gleichzeitig in mehr 
oder weniger groBer Anzahl stattfinden, sie können sich einfach 
übereinander! agem. Mathematisch ergibt sich die Möglichkeit der 
Obereinanderlagerung daraas, daß die Differentialgleichung der 
Schwingnngsbewegnng [Gl. (13) in Nr. IB] vom 1. Grade ist, so 
daB partikulare Integrale beliebig additiv zu allgemeineren Inte- 
gralen zusammengefügt werden können. Von der relativen Stärke 
der Partialtöne hängt der Klang ab, den die schwingende Saite 
oder der Stab aussendet. Je mehr die höheren Partialtöne im 
Klang vertreten sind, desto markiger, durchdringender, schmettern' 
der wird er. Das kommt noch stärker zum Ausdruck bei den ganz 
analogen Schwingungen der Gassäalen nnd Pfeifen, die sp&ter in 
Nr. 33 ff. behandelt werden. 

Die Übereinanderlagerung verschiedener Partialschwingungen 
ergibt neue, von der einfachen Sinnsform beliebig abweichende 
Formen, die man an der Gestalt der transversal schwingenden Saite 
direkt beobachten kann. Da andererseits das Vorhandensein der 
Partialschwingungen die Klangfarbe bestimmt, so folgt, daß diese 
mit der Form der Schwingung innig verbunden ist. Weiter ist 
es nun auch möglich durch Superposition von Partialschwingun- 
gen einen willkürlich gegebenen Anfangszustand zu befriedigen. 
Denn diese Summe von Partikularintegralen ist für jeden einzel- 
nen Zeitpunkt, also auch für t—O, nichts anderes als eine Fourier- 
sche Reihe (vgl. Bd. I, Nr. 9 — 13). Die Variable darin ist x. Die 
Reihen enthalten hier entweder nur Sinus- oder nur Kosinusglieder, 
da nur die eine oder die andere Art von Gliedern als Ortsfunk- 
tion in den zulässigen Partikularintegralen vorkommen (vgl. Nr, 36), 

Z. B. ist für die Longitudinalsehwingungen und Tor- 
sionsBchwingungen eines beiderseits festen Stabes oder 
einer Saite, bei der ja immer die Enden fest sind, die allgemein- 
ste mit den Grenzbedingungeu vertrSgliche Lösung 

(44 « = 2"* -2^^*' ^" ***' + ^'" "**^ "* ') ^'^ ¥ 
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64 8. Eap. Eigenscbwingmigeii vom Typiu dei SaiteDichwingungen 

wobei 

•.-'^°. (*-l,2...), 

oder ausgeschrieben 

iW"={^,'8in«,(+ ^,"cosMj()siii— *— 
■+■ {A^ sin Wjt + Ä^' cos «,() sia ^— -\ 
— ^, Bin («i( + *,) sin ^^ + -ij sin («,(+*,) sin ^+" 

Für TranSTerEalscbwingungen der Saite ist u durch v bezw. w 
zu ersetzen, sonst bleibt alles dasselbe. 

Für Logitadinal- und Torsionssobwingungen eines 
beiderseits freien Stabes ist analog 

(45) «t=2W8iB»*'+A"cos«iO'=«Sv 

"^^* sin («i ( + &;) cos ^ , 
wobei ebenfalls 

».-^. (4-1,2. ..). 

Für einen Stab mit einem festen nnd einem freien Ende 
folgt ebenso 

(46) M =^{0^' sin n^t + C^" cos n^t) sin ^ 

-2'^*^'" t«»' + **") sin "'- 
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bezw. 

(16 a) ti -y{II,' Hin »,l + C," co« «,() cos ^4^ 



38. übereiaandeilagemug der PattiahohwingangeD 



vobei beidemale 



(i-1,2...). 

Die Koeffizienten Ä^ und A^' bezw. Ä^ und die Phasen konstante 
#j sowie die entsprechenden GrSßeu B, C, D sind nach den 
Formeln Bd. I, Nr. 10, Ol. (5) zn berechnen, wenn der Äufangs- 
zustand gegeben ist. 

Für die Saite ergibt sich die Berechnang der Koeffizienten 
der Foorierreihe, d. h. der Amplituden der Parüalschwinguugen 
folgendermaßen : 

Es muß zur Zeit ( = Lage und Geschwindigkeit aller Saiten- 
teilchen als Funktion der Koordinate x, d. h. als Funktion ihrer 
Bubelage gegeben sein Die Lage der Teilchen bestimmt hier die 
Gestalt der Saite. Diese sei zur Zeit i = gegeben durch eine 
Funktion f{x), die Geschwindigkeit der Saitent«ücben durch gix). 

Die allgemeine Lösung ist hier 

(47) ti =- ^ ( Jj' sin »^( 4- A^' cos n, () sin — - 

t=i " 

»k=~i-^ (ä;=1,2...). 

Setzt man hierin t = 0, so muß dieser Ausdruck gleich f{x) 
werden; differentüert man v erst nach (, bildet also die Geschwin- 
digkeit -^ und setzt dann (=0, so muß der neue Ausdruck 
gleich g{x) werden. Das liefert, wenn man für n^ seinen Wert 
einsetzt, die beiden Fourierreihen 



(18) 



[ ^, A^ sm — j— = ^, Ä^ sm 9^ am -j— = fyx). 



Die KoefQzieuten dieser Ent Wickelungen sind also bestimmt durch 
die erste der Gleichungen (5) von Nr. 10 in Band I, da die Reihen 
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3. Eap, £igeuBchwiiigiiiigen t. Tjpns d. Saiten seh wingangen 



war Sinusglieder enthalten. Dabei tritt zimKchst eine Schwierig- 
keit auf. Diese Gleichung laatet hier 



■dx. 



(49) j;'-4-^^(.)sin^d^bezw.^A'-|/'K^)«-^ 

sie verlangt also die Kenntnis der Funktionen f(x) und ff(x) in 
dem Intervall 21, während diese doch von vornherein nur in dem 
Intervall l, der Saitenlänge, gegeben sind. Die Schwierigkeit wird 
aber dadnrcb behoben, daB die Form der Fourierreihe schon fest- 
steht, indem aus (48) folgt, daß sie nur Sisusglieder enthält Das 
bedeutet, da& die durch sie dargestellte Funktion sich als ungerade 
^„.-'X Funktion über die Grenzen des 



~ ^ Intervalls und l beiderseits 

"■^,-'' * fortsetzt. Diese Fortsetzung hat 

„™pB«na«itB mw also für /"(a:) und ^a;)dies- 

nnd Um auiTtuotu FoTtHtsaiig obei dl* seits und jenseitfi / zu wäh- 
len, so das sich dafür etwa ein 
Bild wie Fig. 20 ergibt. Bei der Integration kann man statt der 
Grenzen und 2 1 auch die Grenzen — l und -|- 1 nehmen, die auch 
um 21 voneinander abstehen. Da nun sowohl f(x) bezw. g(x) als 
anch sin— j— angerade Funktionen sind, also fOr gleiche positive 
und negative Werte von x gleiche Werte, nur mit entgegengesetztem 
Vorzeichen haben, so hat ihr Produkt für gleichen absoluten Wert 
von — X und -i-x denselben Wert, auch in bezng auf das Vor- 
zeichen; man kann daher je zwei solcher Werte in den Integralen (49) 
zusammenfassen und schreiben 






dx. 



(49a) ^;'-yj7'(a')sin~dir, n,A,' = yfg(x)s\ 

Übrigens ergibt eine ganz analoge Oherlegimg dieselben Formeln 
(49a) für die Eosinusreihe; es ist dabei nur cos — v- an Stelle 
von sin -j— zu setzen. 

ae. Sohwiagnngen der gerupften Saite. Diese Formeln 
sollen auf die gezupfte, die mit einem Hammer angeschlagene 
und die mit dem Bogen gestrichene Saite angewandt werden. 

Die gezapfte (gerissene) Saite wird mit dem Fingernagel 
oder einem Stift aus der Buhelage aasgelenkt and dann mit der 
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39. SchvingnngeD der gezupften Sait« 



Geschwindigkeit t^uU losgelassen. Die Oeatalt der &nsgelenkteii 
Saite be8l:«ht (nahezu) ans zwei geraden Stücken, die an der Än- 
griffsstelie des Stiftes unter einem gewissen Wiukel zasaminen- 
stoBen. In Wirklichkeit ist solche ünstetigkeit hier nicht vorhanden, 
sondern nur eine sehr starke Krümmung. Wir nehmen jedoch Ün- 
stetigkeit, also einen scharfen Knick, an, weil dies mathematisch 
einfacher ist, physikalisch aher keinen erheblichen Unterschied be- 
dingt, wenn der aoalenkende Stift dünn genug ist im Verhältnis 
zur Saitenlänge. 

Die Saite erstrecke sich von a: = bis x — l, der Stift greife 
hBi x = x' an; die Auslenknng zur Zeit < = betrage an dieser 
Stelle tip'. Hiemach sind die Gleichungen für die Gestalt der Saite 
leicht aufzustellen, und man erhält damit die Anfangsbedingungen: 
es moS sein, 

i*'o = /'(«) = --° ic im Intervall O^x^x', 
«0 = fix) j^ {x — l)im IntervaU x^x£l, 
(||)=,W=o. 

Es folgt zunächst, daB sämtliche Koeffizienten Ä^=0 sind, oder 
was dasselbe bedeutet, daß cos &^ = 0, &i, also ein ungerades Viel- 
faches von -^ ist, im einfachsten Falle -x- selbst. Daraus folgt 
weiter, daB die Koeffizienten A^" und Ä/^ einander gleich sind, 
so daß die LSsung die Form hat 



(51) 



(5?) 



=■ ^, A^ sin — — cos n^t ^^, -^t »ü 
= A A^ sin -p cos -y- , 



.'-H-Ir. ('-1.2,3..) 

Google 



ist; n^ ist die Kreisfrequenz (zyklische Schwingungszahl), 2f^ die 
Schwingungszahl in der Zeiteinheit d. h. in .1 Sekunde, T^ die 



(51.) 



6S B. Kap. EigenBchwiDgiiDgen t. TfpuB d. Saitenschwingangen 

Periode (Sohwingungsdaner) der kieo Parti alschwingung, T, die- 
jenige der Grundschwingiing. Ausgeschrieben lauten die Gleichun- 
gen (51) in verschiedenen gleichwertigen Pormen, deren Zahl leicht 
noch vermehrt werden kann: 

t,t-\- Aj sin -^— cos M, ( 

+ ^j8in-'^coaWs( + -" 

n— ^ coa 2«j( 

n— ,— cosSn^iH 

Die Koeffizienten A^" (oder A^ ergeben sich ans Gl. (49 a) 
in der Form 

(63) A--^. = s,-J^-J-,»i"'^, (*-l,2,3...). 

Die Amplituden der Partialtöne nehmen also mit wachsender 
Ordnungszahl k ab, weil k^ im Nenner steht. Daneben ist aber noch 
der Einfluß des Paktors sin , wirksam. Er bewirkt, daß die- 
jenigen T5ne besonders stark vertreten sind, fOr welche der Aus- 
druck knx'ß zufällig in der Nähe einea ungeraden Vielfachen von Y 
liegt 1 — , —,..,), dagegen diejenigen Partialtöne schwach oder 
auch garnicbt, fBr welche dieser Ausdruck in der Nähe der ganz- 
zahligea Vielfachen von n liegt beaw. gleich diesen Werten ist. 
Dies letztere kann nnr dann stattfinden, wenn x'ß ein rationaler 
Bruch, x also ein aliquoter Teil der Saitenläuge l ist. Die ent- 
sprechenden Partial Schwingungen , welche an der Stelle x einen 
Knoten haben würden, fallen dann ganz weg. 

Beispiet l) a;'= 1/2, d. h. die Saite wird in der Mitte ihrer 
Länge gezupft. Ea fallen ans die Töne mit den geraden Ord- 
nungszahlen 2, 4, 6 ... , die in der Saitenmitte einen Knoten . 
haben würden. Für die ungeraden wird abwechselnd sin — i- ^ i ^ i 
und die Koeffizienten werden demnach 



(fc-1, 3, 5 ...) 
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39. SchwiDguDgeD der gezupften Saite 



, 8»,- , 8V 81.,' 

A- + ^, A — ,-.i' A- + >i^.. -i 

BO daß die Bewegong dargestellt wird durch 



(64) 



indem mao die durch (52) bestimmten Werte n,, nj ... einsetzt. 
Beispiel 2} ^' = -ä, d. b. die Saite wird an einem Funkte 
gezupft, der um ein Drittel ihrer Länge TOn einem Ende entfernt 
ist. Es fallen die Töne mit den Ordnungszahlen 3, 6, 9 . . . weg, 
der Sinusfaktor Ton (53) wird ± j 1^3 =- ± 0,866, die Koeffizienten 
werden 

^" = ^t = l'Ssin^ , (ft = 1, 2; 4, 5; . ..) 



ausgeschrieben 










'.=+'^^5;. 


A 


■"+ 2"i," 


^- 


2 18»* 


A-^r-5 


26»" 


... A,-A, 


,-A,. 


0. 


-'tvl^'^ 


'"'-l 


-.i.i.^»: 


2«c( 


1 . i%X 



(55) I -g^sin-j-co9 -,-+.-- 

y~ 2a' r'° I '^^ 7', +-4«i" i '=08 j_ ißSm ; «»^ y^- 

Die Ämplitudenabnahme der Fartialtöne mit wachsender Ordnungs- 
zahl folgt in diesen beiden Fällen natürlich demselben Gesetz, nur 
ist die Beihe der wirklich vorhandenen Partialtdne jedesmal eine 



Zahlen sind, und zwar p<iq. Ist z. B. p = 2, 9 = 5, so helBt 
das: die Saite wird an einem Punkte gezupft, der um */^ von 
einem Saitenende entfernt ist. 
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Die Koeffizienten Ä^' (oder A^ von Gl. (53) werden 



(58 a) V-A-=- 



2 p,' . kxp 



Diejenigen Obertöne fallen aus, ftr welche hp ein Tielfaches 
TOD q ist, weil daan dar sicns Null wird; z. B. bei der obigen 
Annaiime — = *L die Partialtiine fc ^ 5, 10, 13 ... Bei den übrifreu 
wiederholt aich periodisch der gleiche Zahlwert des Sinnsfaktors, 
jedesmal wenn k um den Wert q w&chst. Die Bewegung jedes 
Swtenpunktes wird dargestellt durch einen der einander gleich- 
wertigen Ausdrücke (51a) mit den Amplituden Ä^ von 61. (53a). 

SO. Behandlung der gezupften Saite mit der d'Alem- 
bertaohen IiBsung. Ein anschauliches Bild der Saitenbewegung, 
d. h. des zeitlichen Verlaufs derselben zu geben, sind die Gleichun- 
gen Ton Nr. 39 nicht geeignet. Dazu geht man besser auf die 
d'Alembertscbe Lösung zurück. Nach dieser (vgl. Nr. 28) wird 
die Form der Saite in jedem Angenblick durch die Übereinander- 
lagerung einer nach — x (links) und einer nach + x (rechts) fort- 
sehreiteuden Welle erhalten. Bei der gezupften, also ausgebogenen 
und ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassenen Saite sind diese 
beiden Wellen gleiohgestaltet und von gleicher Amplitude. Sie 
haben die Form der durch das Zupfen ausgebogenen Saite, nur 
mit halber Ordinatenhöhe. Der Wellenberg, den die Ausbiegung 
darstellt, teilt sich im Augenblick des Freitassens der Saite in 
zwei Berge von halber HShe, die nach links und rechts als ^- 
und ^-Welle auseinandergehen, an den Enden reflektiert werden 
und so beständig über die Saite, hin- und herlaufen. Mittels der 
in Nr. 23 behandelten Methode der Darstellung erhalt man die 
in den Figuren 21 — 23 wiedergegebenen Bilder der aufeinander- 
folgenden Gestalten, welche die Saite für verschiedene Lage des 
Zupfpunktes zu den beigeschriebenen Zeitmomenten annimmt 

Die Art der Bewegung ist in allen Fällen folgende: In Rich- 
tung der Saite s wirkt die überall gleiche Spannung P. Auf den 
Punkt C an der Spitze des von der ausgebogenen Saite gebildeten 
Daches wirkt also ein resultierender Zug R, der sich nach dem 
Parallelogramm der Kräfte aus den beiden gleichen in den Rich- 
tungen CA und CB wirkenden Spannungen P ergibt (vgl. Fig. 24). 
Infolge dieses Zuges U stärzt das Dach zusammen. Der Zusammen- 
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30. GeiQpfte Saite und d'Alembertsch» LOanug 




mehr verkür- 
zenden Dach- 
kanten CDÄ und CEB (den ge- 
radlinig gespannten Stücken der 
Saiten) wie an festen Führungen 
herab. Erreicht die Äbflachung an 
dem einen oder an beiden Enden 
die Abszissenachge, so tritt für die 
weitere Bewegung jenseitsder Achse 
als FOhrongsgerade däs Spiegelbild 
der anderen Fühnmgsgeraden ein, 
und die Abflaohung achreitet parallel 
mit sich selbst nach der negativen 

KlltbDS: AkaMlk II. 
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Ordinatenseite fort, bis sie immer kürzer werdend wieder zur 
Spitze eines dem ursprÜDglichen gleichen Daches wird. Dieses ist 
das durch doppelte Spiegelung erhaltene Bild von jenem. Dann 
geht das Spiel in derselben Weise rtlckwärts. Der Zusammenbruch 
unddie Ton ihm herrührende ÄbSachung schreiten also wie eine 
WeUe Aber das System hinweg, aber nicht in der Richtung x, der 
Buhelage der Saite, sondern in der Eichtnng des resultierenden 
Zuges Ä. Die Punkte der Saite bewegen sich jeder geradlinig 
senkrecht zur Abszissen achse in der Richtung v. Jeder Punkt be- 
ginnt seine Bewegung in dem Augenblick, wo die EinSturzwelle 
ihn erreicht und beendet sie, wenn die Welle über ihn hinweg- 
gegangen ist. Vorher und nachher verharrt er in Ruhe. 

Die abgeflachte Strecke DE des Daches steht senki-echt auf 
der Richtung R. Das ist aus der Anschauung auf Gmnd der 
Prinzipien der Mechanik zu folgern und ergibt sich leicht in jedem 
Einzelfalle durch Berechnung der Winkel, welche die beiden 
Richtungen DE und CM mit der Abszissenachse bilden, wenn man 
die Konstruktion der Figuren 21—23 zugrunde legt. Allerdings 
gibt diese Konstruktion nur ein angenähertes Senki'echtstehen 
beider Richtungen. Der Winkel zwischen ihnen nähert sich um 
so mehr einem Rechten, je kleiner die Amplitude H der Ausbie- 
gung im Verhältnis zur SaitenlSnge / ist. Genauer gesagt, muß 
H so klein sein gegen den Abstand x' = — des Zupfpunktes vom 
nächstgelegenen Saitenende, daB H*:x'' gegen l vemach^ssigt 
werden kann. Die angegebene Konstruktion der Saitenform ver- 
sagt also, wie leicht erklärlich ist, wenn der Zupfpnnkt bei kon- 
stant gehaltener Auabiegungshöhe H dem Saitenende zu nahe rückt, 
oder wenn bei konstanter Lage der Zupfstelle H zu groß wird. 
Es ist dabei zu bedenken, daß alte unsere Gleichungen ja nur unter 
der Voraussetzung gelten, daß die Verrückungen v hinreichend 
klein bleiben, uro das Superpositiousprinzip noch anwenden zu 
kOnnen. £s handelt sich also immer um Annäherungen mit er- 
laubten Vernachlässigungen. 

31. Qesohlagane Saite. Ähnlich der hier ausführlich be- 
handelten Bewegung der gezupften Saite läßt sich die der geschla- 
genen und gestrichenen Saite behandeln. Nur sind die zn er- 
eilenden Bedingungen komplizierter. 

Der theoreti^h einfachste Fall ist der, bei welchem ein voll- 
kommen harter (starrer) Hammer schlägt und so schnell zurück- 



5y Google 



81. Geschlagene Saite 73 

springt, daQ die Saite während der Berührungszeit sich noch nicht 
merklich aus ihrer Ruhelage euifeint. Dann ist die Funktion f{x) 
von Nr. 31 gleich Nnll nnd die Funktion ^(x) nur auf der vom 
Hammer berührten Strecke von Null Terschieden, Indem Wer die 
Saitenpnnkte durch den Stofi eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit 
erhalten. Doch liefert diese einfache Annahme keine mit der Er- 
&hrung übereinstimmende Bewegung; noch weniger, wenn man 
die Hammerbreite verschwindend klein nimmt, so daß nur ein 
Längenelement dx der Saite eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit 

Die Rechnung ist aber für diesen zuletzt erwähnten Spezial- 
fall sehr einfach. Die EoeiSzienten der Fourierreihen (48) in 
Nr. 28 für den Anfangszustand werden 

( V=o; 

(56) ., 2v„' . kxx' ii'' , k*x' k%c 

l^* =^'"'-i — iü^™-(-' "* — r <*=•''■■■' 

wobei Vq' das Produkt ans der Länge dx des geschlagenen Saiten- 
stflckes und der durch den Schlag erteilten Geschwindigkeit ist. 
Die Bewegung würde also nach Gl. (47) in Nr. 28 dargestellt 
werden durch 



jtnrx' . k*x . kjtct 



(67) 



[«.='r. '-y^'VE 



Die Formet (56) zeigt, dafi die Amplituden der Partialtöne 
mit wachsender Ordnungszahl k weniger schnell abnehmen als bei 
der gezupften Saite mit zwei geradlinigen Stöcken und scharfem 
Knick. Die Obertöne müBten also hier noch stärker zur Geltung 
kommen. Im iihrigen gilt das über den Wegfall bestimmter Ober- 
töne bei gewissen Lagen der Znpfstelle Gesagte auch hier für die 
gleichen Lagen der Anschlagstelle. 

Die ganze Rechnung kann jedoch nur als Beispiel für die 
mathematische Behandlung dienen; physikalisch ist sie für die 
Akustik wertlos, weil die zugrunde gelegten Annahmen Über die 
Art des Anschlags nicht zu verwirklichen sind. Erstens ist der 
Eüumer nicht unendlich schmal, zweitens aber — und das ist 
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die Hauptsache — ist die BerühningBdauer von Hammer und 
Saite nicht verschwindend klein gegen die Periode der Saiten- 
fichwingung. Der Hammer springt nicht infolge seiner eigenen 
Elastizität zurück, Boodem wird erst von der zurückschnellenden 
Sait« mitgenommen and so zurflckgetrieben. Das Zarückschnelleu 
der Saite erfolgt aber erst, wenn von den beiden dnreh den 
HammerstoB erzeugten Wellen, die vom Änschlagpunkt nach ent- 
gegengesetzten Sichtungen fortschreiten, die am näheren Saiten- 
ende reflektierte auf der Biickkehr den Änschlagpunkt wieder er- 
reicht bat. Solange dauert nach den Versuchen von Kaufmann*) 
die Berührung. 

Helmholtz hatt«, weil aufVersnchen beruhende Daten fehlten, 
die entgegengesetzte Annahme gemacht, daß der Hammer infolge 
seiner EloEtizitltt zai-Ockspringt, und zwar bevor die reflektierte 
Welle zurückkommt. Für den zeitlichen Verlauf des Druckes 
zwischen Hammer und Saite, also der von jenem ausgeübten Kraft 
während der Berührung hatte er — ebenfalls in Ermangelung ei- 
perimenteUer Daten — die Sinusfarm angenommen. Daraus er- 
gibt sich fOr die Amplituden A/^ der Fourierreihsn ein Ausdruck, 
der mit wachsender Ordnungszahl k der PartialtSne abnimmt wie 
p, so lange die Bertthrungsdauer endlich bleibt, dagegen wie .- , 
also langsamer und in Übereinstimmung mit dem obigen Besultat 
(vgl. CJi. (56)), wenn die Bertthrungsdauer unendlich klein wird. 
Der Klang wird also bei hai-tem, kurzen Anschlag wegen stärkeren 
Hervoiiretens der Obertöue scharfer, was mit der Erfahrung über- 
einstimmt. Quantitativ stimmt aber die Helmholtzsche Theorie 
nicht, wenn man sie auf die Tonerzeugung geschlagener Saiten 
z. B. beim Klavier anwenden will. Die von Kaufmann auf Grund 
seiner Beobachtungen aufgestellte Theorie ergibt dagegen sowohl 
für die Berührungsdauer als auch für die Bewegung des Anschlag- 
punktes Ausdrücke, die mit der Erfahrung nahezu übereinstimmen. 
Die Abweichungen scheinen von der Vernachlässigung der ja nicht 
unbedeutenden Dämpfung der Bewegung durch Eeibungskräfte 
herzurühren. 

Aus der Helmholtzschen Behandlung und deren Spezialfall 

(vgl. Gl. (56) und (57)) würde folgen, daS diejenigen PartialtSne 

ausfallen, die an der Anschlagstelle einen Knoten besitzen. (In 

1) W. Kaufmann, Wiedemanns ÄnnaleD d. Fhjs. u. Chem. 54. 



5yGOC>^lC 
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Gl. (56) wird für diesen Fall der Sinus gleich 0.) Darauf suchte 
Helmholtz eine Erklärung für die von den Klarierbaiiern ge- 
wählte Lage des Anschlagpunktes zu gründen. Sie soll nach ihm 
derartig sein, daß die bereits unharmonisch wirkenden Teiltöne 
7 oder 9 nicht erregt werden. Dazu maßte der Änschlagpunkt 
genau in 7, oder 7^ der Saitenl&nge vom Ende entfernt liegen. 
Diese weitverbreitete Erklärung ist nach neueren Beobachtungen 
sicher unrichtig. Denn erstens liegt der Änschlagpunkt bei fast 
allen Instrumenten weder genau in 7? noch genau in 79i sondern 
schwankt zwischen '/g und 7io- Anschlagen neben dem Knoten- 
punkt bringt aber den betreffenden Teilton gerade besonders stark 
hervor; die genannten Töne würden also durch die getroffene Wahl 
geradezu begünstigt werden. Zweitens fällt bei Anschlag mit 
einem weichen Hammer der Fartialton, der einen Knoten im 
Sehlagpunkt hat, keineswegs gana aus, wie Versnobe von Hip- 
kins^) lehren. Tatsächlich kann man auch am Klavier den 7. 
mid 9. Teilton hören; beide sind aber so schwach, daß sie nicht 
stören. Der wahre Grund für die in der Praxis beliebte Wahl der 
Lage der Anschlagstelle ist der, daß sie eine Schwingungsform 
ergibt, bei welcher der Gnindton besonders stark und der Klang 
voll nnd kräftig ist. Die Stelle liegt so weit vom Ende entfernt, 
daß die Saite daselbst durch den Schlag noch genügend ausge- 
haucht wird, also genug Energie aufnehmen kann, und so weit 
von der Mitte entfernt, daß der Hammer noch rechtzeitig abge- 
worfen wird, um die Ausbildung der Grundschwingung nicht zu 
stören. 

32. Oestriohene Saite. Nach den Beobachtungen mit dem 
Vibrationsmikroskop usw. ist die Bewegung eine teilweise er- 
zwungene. Der durch Einreiben mit Harz (Kolophonium) klebrig 
gemachte Bogen hält die berührte Saitenstelle fest und nimmt sie 
mit seiner eigenen (im allgemeinen konstanten) Geschwindigkeit 
mit, bis die vergrößerte Saiten Spannung, welche durch die infolge 
der Ausbuchtung erzeugte Dehnung entsteht, die Reibung über- 
windet and die Saite losreißt; die Saite schwingt nun frei zurück 
und wird bei einer bestimmten Lage neuerdings vom Bogen er- 
griffen und wieder in der alten Weise mitgeführt. Die Form der 
dabei entstehenden Schwingung hängt außer von der Intensität 
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des Festhaftens (also der BeibuDg), die durch BeschafTenheit und 
Druck des Bogens bedingt wird, von der Bogengeschwindigkeit 
und der Lage der Streichstelle ab. 

Die Bewegung der verschiedenen Saitenpnnkte ist sehr mannig- 
faltig. Am einfachsten ist sie im allgemeinen an der Streichstelle; 
das Bewegungsgesetz der übrigen Punkte ist komplizierter. Weiter 
ist die Bewegung der Streichstelle besonders einfach, wenn sie mit 
einem wichtigeren Knoten, insbesondere also einem mebr&chen, 
d. h. mehreren Partialtönen gemeinsamen, Knoten zuaammenrallt; 
z. B. wenn sie in der Saitenmitte oder in V,, V^ usw, liegt. Dann 
schwingt der gestrichene Punkt mit konstanter Geschwindigkeit 
(der Bogengeschwindigkeit) aufwärts und nach dem AbreiBen vom 
» ^^ -^ , Bogen mit ebenfalls konstan- 

% . j/"^ \ j/^ \ . ,^.- ter aber geänderter Geschwin- 

''^ ^^ ^^ digkeit abwärts. Diese Be- 

wegung wird durch eine ein- 
fache Zickzacklinie mit zwef 
verschieden geneigten geraden 
Strecken dargestellt, wenn man die Zeit als Abszisse, die Ab- 
lenkung als Ordinate aufträgt (Fig. 25). Das ist die von Helm- 
holtz*) zuerst beobachtete und Mr typisch gehaltene Bewegungs- 
form der gestrichenen Saite. Nach Beobachtungen von Baps und 
Erigar-Menzel') ist das nur ein spezieller Fall; die Bewegung 
ist im allgemeinen komplizierter. 

Eine den Beobachtungen- besser als die Helmboltzscbe ent- 
sprechende Theorie hat W, Voigt*) und vor Ihm Lindemann*) 
gegeben. Wegen Raummangel mnB hier auf die Wiedergabe hei- 
der Theorien verzichtet werden. 

4. Kapitel. 
Eigenschwingangeii zylindrisi^lLer and konischer 6as- 

säalen (Pfeifen). Ebene und kugelfSmiige Wellen. 
88. Differentialgleiobong der Eigensohwiiignngeu aylin- 
driaoher Oassftulen and ebener Wellen. Die Herleitnng der 

1) H. V. HelmholtE, Tonempändungen Beilage VI. 

3) 0. Eiigar-Menzel und A. Raps, Wiedemanna Ann. d. Physik 
u. Chemie 44 (1891) S. 62B. 

S] W. Voigt, QOttinger Nachrichten, 1890 8. 602. 

«) F.Lindemann, Bei.d.natnrf.Ges.inFieibnrgi.B.7(lS80)S.&00. 



5yGOC>^lC 
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Gleichusg fttr die (longitudinalen) Schwingungen linearer Gas- 
sSulen in RShren (Pfeifen) erfolgt genau so wie diejenige der Ölei- 
chuag für die Loagitudinalschwingimgen tou Stäben; nur igt stktt 
des Dehnungsmodals E der EompresBionsmodnl k (die Volumen- 
elastizität) einznfBhren, Die Bewegung der Gasteilchen erfolgt im 
wesentlichen in Bicbtang der Röbreuachse, die seitlichen Ver- 
schiebungen senkrecht zur Achse sind bei hinreichend engen Röhren 
zu Temach lässigen. Bei Wegfall Kufierer Volumenkräfte gelten 
die Gleichungen 
/.^ Su 8p du 

o\ .^ h 

(3) 4- -4- -tonst. 

(4) e - p(l + a). p -^(1 + s)' - appr^(l + *s). 

Es bedeutet X die laufende Koordinate in der Röhrenachse, W die 
Verschiebung eines Teilchens in der Richtung x, u die Geschwin- 
digkeit dieser Bewegung, p die Dichte, p den allseitig gleichen 
Druck, s ■= ^-^— die Verdichtung oder Kompression (Dichte- 
zun&hme dividiert durch uraprOngliche Dichte), x das Verhältnis 
der spezifischen W&nnen des Gases bei konstantem Druck und 
konstantem Volumen 1«^ — I. Gleichung (1) ist das Newton- 
sche Bewegungsgesetz, (2) die Kontin uitSitsbedingung, (3) die 
adiahatische Zustandsgieich nng (adiabatisches Druckgesetz) des 
Gases, welche Druck und Dichte miteinander verknüpft, p und ^, 
P und p sind zusammengehörige Werte; p und p die Werte für 
den Ruhezustand des Gases, um welche p und p schwanken. Daß 
bei den schnellen Schwingungen keine merkliche Wärmeabgabe 
stattfindet und deshalb nicht das isotherme Druckgeaetz, sondern 
das adiabatische anzuwenden ist, wurde schon in Nr. 12 allgemein 
besprochen. Daraus folgt, daß als Volnmenelastizitätsmodul der 
adiabatische h^^'^px einzusetzen ist. Gleichung (4) stellt die 
DichteSnderung dar, welche bei kleinen Änderungen in erster An- 
näherung linear igt; dementsprechend gilt auch die Gleichung für 
die Druckänderungen in der approximativen Form. 
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Die Qleichtmgen (l) und (2) sind die eindimeDSionalen Spezial- 
formen der allgemeinen Oleichangan (6) und (37) in Nr. B und 
14 und gehen aus ihnen hervor, wenn man bedenkt, dafi äußere 
Eierte wegzulassen sind, daB scherende Kräfte (Scbubsp&nnungs- 
ki^fte) Xy, X, nsw. in Gasen (und Flüssigkeiten) nicht vorkommen 
können, und daß infolge dessen der Druck nach allen Hichtungen 
gleichm&Big als Normaldruck wirkt (die drei Hauptdrücke X,, 
|)y, 3, sind einander gleich und gleich j> gesellst). Diese Gleichungen 
sind auch leicht gesondert abzuleiten. Ffir Gl. (l) ist das in Nr. 16 
bei den LongitudiBal Schwingungen von Stäben ausgeführt. 

Aus den Gleichungen (l) bis (i) kann man durch passende 
Kombinationen derselben die abhängigen Variablen bis auf eine 
elintinieren und erhält so Differentialgleichungen zur Bestimmung 
der Lage und der Geschwindigkeit der Gasteilcbeu, des Druckes, 
der Dichte und der Kompression. Diese haben sBmtlich im wesent- 
lichen die gleiche Form. Aus (3) folgt znn&chst 

ii.L^-f""' '-T-'''""T- 

Denn statt des Faktors ^ kann niherangsweise der konstante Wert 
p gesetzt werden, da p sich von dem Kuhewert^ des Druckes nur 
immer um verschwindend kleine Größen unt«rscheidet Ent- 
sprechende Yertauschungen k9nnen zwischen p und ^ überall da 
vorgenommen werden, wo eine dieser Größen als Faktor auftritt. 
Es wird somit 

(6) 5'--(l^-) -^-fS-p- 

^ ' ex Wp/ndub ox e dx 

Durch Einsetzen dieses Wertes in (l) und Division beider Seiten 
der Gleichungen (l) und (3) mit q bzw. $< erhält man sie in den 

Formen 

(^») r.—Vw 

Indem man (la) nach (, (2a) — nach Multiplikation mit -= 

nach X differentiiert nnd voneinander subtrahiert, erhalt man die 
partielle Differentialgleichung Ar die Geschwindigkeit il 

m |!^ = <J^ c'=^ 
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wobei die Eonstante reobts mit c bezeichnet ist. Setzt man hierin 
p = ^(l-f-9) ein, so folgt dieselbe Gleichung (7) mit derselben 
Konstante C fSr die Verdichtung s. Differentiiert man (l a) nach x, 
(2a) nach ( nnd subtrabiert, so ergibt sich die Gleichung für die 
Dichte 9, wieder in genau derselben Form. Setzt man darin 
f ^(l-K')! so folgt dieselbe Gleichung mit derselben Kon- 
stante C fBr die Verdichtung 8. Ersetzt man darin weiter p durch p, 

indem man die ans (3) folgenden Beziehungen ^ =P*^t 
-^— px^ benutzt, so erh&lt man diese Gleichung auch fäi den 
Druck p, nnd zuletzt folgt de auch noch für die Verschiebung u. 
Gleichung (7) ist also der gemeinsame Repräsentant der Differen- 
tialgleicbungen för Dicht«, Verdichtung, Druck, Geschwindigkeit 
und Verschiebung der Teilchen') bei den (longitndinalen) Schwin- 
gungen linearer Gas- und Flüssigkeitssäulen. Denn die Ä.blei- 
tong ändert sich fOr Flflssigkeiten nicht, nur der Wert von c wird 
ein anderer, weil statt der Gleichung (3) eine andere Beziehung 
zwischen Druck und Dichte gilt. Führt man nämlich in (l) fflr 



iE 



nicht den schon mit Hilfe von Gl. (S) ausgerechneten Wert 



px~-, sondern den allgemein gültigen ^"{5") 'g~ ■i*"*' (ß) 
ein, so wird die Differentialgleichung (7) in allgemeinerer Form 

(7.) S-«'l^, ''-(P) ■ 

Die Gleicbting bleibt also unverändert, nur die Konstante c hat 
nicht die spezielle Form wie in (7). In der neuen Form gilt sie 
allgemein auch ffir unvollkommene Gase und für reibungslose 
Flüssigkeiten. 

84. Die Sohsllgeaohvrindigkeit. Der Wert von c, die Schall- 
geschwindigkeit in dem betreffenden Jledium (vgl. Xr. 10), hängt 
mit dem adiabatischen Kompressionsmodul k^ eng zusammen; denn 
es ist nach (20) in Nr. 13 ft„— — v (~) , also wird durch Ein- 
föhruug von ? = — ') 

1) Sie gilt in derselben Form auch für das Geschwindigkeits- 
potential 9 als abhängige Variable, desBen Bedeutung in Nr. 15 er- 
klärt worden ist. 

S) e ist hier das spezifische Volumen. 
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odor wenn mit erlaubter YeraacblUssigung v — v, p — ^ gesetzt 
wird, 

(8) c»-Ä„« = ^-j^- 

Das Quadrat der Schallgeachwindigkeit in Flüssig- 
keiten und Gasen ist gleich dem Quotienten aus Kom- 
pressionsmodut k und Dichte 9, oder, was dasselbe ist, 
gleich dem reziproken Wert des Produktes aus Kom- 
pressibilität E und Dichte p. 

Kompressionsmodul (Volumenelastizität) und Dichte h&ngen 
Ton der Temperatur ab ; daher Ändert sich die Schallgeschwindig- 
keit mit dieser. Meist wird sie mit steinender Temperatur größer, 
weil die Dichte dabei abnimmt und sich Rchneller Ändert als der 
KompreaaionsinoduL Außerdem ist sie mit dem Druck variabel, 
da (j und h auch von diesem abhängen. 

Bei Tollkommeaen Gasen hängt c nur von der Temperatur, 

nicht vom Druck ab; denn der Quotient - ist nach der Zustanda- 
Q 

gleichung derselben nur von der Temperatur abhängig, und zwar 
ist, wie leicht ersichtlich, 

(9) c-.CoVr+Tt-^i.V'^. 

Hier ist a der thermische Ausdehnungskoeffizient der Gase 
(a = 0,003 6 7 — j^), t die Temperatur in Celsiusgraden vomEis- 
schmelzpnnkt an gerechnet, 2*= ( + 273 die absolute Temperatur, 
Cq die Schallgeschwindigkeit hei O" Celsius. Vorausgesetzt ist, daß 
das Verhältnis der spezifischen Wärmen k sich nicht mit der Tem- 
peratur ändert, sonst gilt Gleichung (9) nicht. 

Tabelle b enthält die Werte der Schallgeschwindigkeit bei 0° C. 
für einige Gase. 

Tabelle 5. 

°° m "• m 

Schweflige Säure .... 209,0 7s Sauecgtoff 317,2 -^ 

Kohlensänre 260,5 „ Kohlenoiyd 337,1 „ 

Stickoiydul . 2Eai ,. Stickstoff 337,3 „ 

SchwefelwaHserstoff . . . 289,3 „ WasBergtoff 1263 ,■ 

ChlorwaHflentoff 295^ ,> 
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36. Sohwingrmgen in einer beideraeita gesohloasenen 
Bohre. Die Differentialgleichung (7) bzw. (7 a} in Nr. 33 ist ge- 
nau dieselbe wie die der Longitudinailschwingungeii von StSben; 
daher gelten auch dieselben Integrale, die nur je nach den Grenz- 
bedingungen verschieden sind. Diese sind aber wieder unter glei- 
chen Sufieren Umständen für Geschwindigkeit, Dichte, Druck usw. 
verschieden; z. B. ist an festen Wänden (geschlossenen Bohrenden) 
die Verschiebung und Geschwindigkeit der Teilchen senkrecht zur 
Wand Null, die Kompression (Verdichtung) aber hat dort Maximal- 
werte. Die Form der Integrale fttr m, u, p, s, p ist also aum Teil 
verschieden. Doch braucht man natürlich nur fSr eine dieser 
Größen das passende Integral zu finden, die anderen ergeben sich 
dann aus ihm mittels der Gleichungen (1) bis (4). Aus diesen 
folgt sofort, daB Verschiebungen u und Geschwindigkeiten u, so- 
wie Druck- und Dichtegradienten ■-- und g— an denselben Stelleu 
ihre NuUwerte haben, und daS andererseits die Nullstellen (Knoten) 
der Dilatation ^, bzw. der Verdichtung s nnd der zeitlichen 
Druck- and Dichteschwankungen -J- und -rr zusammenfallen. 
Diese Beziehungen sind in der allgemeinen Zusammenstellung der 
Grenzbedingungen in Nr. 37 nnd in den Tabellen 3 und 4 für die 
Lage der Knoten usw. schon mit angeführt. 

Es sind folgende Fälle mCglich 

1. Beide Enden der Röhre (Pfeife) sind geschlossen, 

2. Beide Enden der Rdhre sind offen, 

3. Ein Ende ist offen, das andere geschlossen. 
Praktischen Wert haben besonders Fall 2 nnd 3; jener ist in den 
offenen, dieser in den gedeckten (gedackten) Lippenpfeifen der 
Orgeln und anderen Musikinstrumenten, sowie bei Zylinderresona- 
toren annShemd verwirklicht. 

Fall 1. Beide RChrenenden geschlossen. Die ROhre er- 
strecke sich von a; = bis a; = (. 

Man erhält die Eigenschwingungen eines langgestreckten zylin- 
drischen, allseitig geschlossenen Hohlraumes, Die Grenzbedin- 
gungen sind, da offenbar an den durch feste Wunde geschlossenen 
EndeudieGasteilchen sich nichtsenkrechtzndiesem bewegen können, 

(10) M = für x=0 unda; = (. 

Die Differentialgleichung (7), in der man statt U die Verschiebung 
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u als abhBn^ge Variable einsetzt, hat offenbar dieselbe LSsong 
wie die entsprechende Gleichung (^3) in Nr. 16 für die Longi- 
tudinalschwingungen eines beiderseits festen Stabes (vgl, Nr. 36). 
Zulässige PartialscbwiuguDgen sind 

Ai^ Ein -^- Bin n^t 

J^ mit«, = -^*- (fc- 1,2,3...). 

Die k** Partialscbwingung in allgemeiner Form ist die Summe 
beider, nBmlich 

(IIa) M^— (Jt'sin»j(+ J/'cosM^()8in-— — .ätsin-*-sin(»j(-|-#j), 

(12) ^.=-l/Z''+A"'; sine.- -^Ar-=r^, 

cos #> — -■ ■:v- ' — :^^^^z^ ■ 

Hieraus folgt alles aodere. Die Partialtöne bilden die vollst&ndige 
harmonische Reihe. 

36, Schvliigniigeii in einer beiderBeits offenen Bohre 
(offene Pfeife). Fall 2. Beide Röbrenenden offen (offene 
Pfeife). Die elementare Theorie nimmt an, daß an den offenen 
Enden, wo die Gassäule mit der äußeren Atmosphäre in Verbin- 
dung steht, der Druck und damit auch die Dichte sich momentan 
ausgleichen, so daß daselbst beide Größen konstant die änBeren 
Buhewerte besitzen; die Verdichtung s ist also dort gleich Null. 
Die Röhre erstrecke sich von a: = bis x — l. Die Grenzbedin- 
gungen sind daher: 

(13) «"-O fflr 3! — und x — l. 

Die Differentialgleichung (7), mit s statt U als abhängiger Variablen, 
hs.t hier dieselbe Lösung wie die Gleichung im vorigen Fall fQr 
die Verschiebung u, also 

(l 4) Sj = (B^'sin »i^t + Bf' cos n^i) sin -*- 

= Si sin ^ sin (»j( + *;) 

wobei B^ und 9^ analog wie dort bestimmt sind. 
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Fär die Geschwindigkeit it ergibt sich hiemacti mittels Olei- 
chung (2) und (4) in Nr. 33: 

,,.-, au 1 3e 1 ds 3s 

t^^) 9^ V 'oi (1+^ dl "PP'" dl 

= — «j(.B/co8«ji — Bj"sin»t()ain-^ ; 

also durch Integration 

(16) u^ — c(Bt'coB n^i — B^"smn^i) coB ^ , 

wenn man die additive Integrationskonstante, die bei einer peri(^ 
dischen LSsung keine Bedeutung hat, weglaßt. Die Verschiebung 
u wird somit 

(17) u^-'■^{B^än»^l + B^"coan^i)co8^^ 

— ~ Bi cos ^ sin («,( + »') . 

Statt mit der Verdichtung s kann man auch mit der Verschiebung 
U rechnen, muß dann aber als Qrenzbedingungen einführen 

d. h. der Verschiebungsgradient (und der Geschwindigkeitsgradient) 
ist an den offenen Enden gleich Null. Diese Beziehung ergibt sich 
aus Gleichung (2) und (4) in Nr. 33, da j- offenbar dieselben 
Nullstellen bat wie s selbst. Diese Grenzbedingung ist dieselbe, 
welche in Nr. 26 für den Stab mit freien Enden galt. Uan kann 
daher auch die dortige Lösung [Gleichung (39) in Nr. 2£] ohne 
weiteres anwenden und erhält sofort m^ in der Form von (17). 
Nur die Konstanten S^' und B/^" sind noch mit dem konstantem 
Faktor — multipliziert. 

Die Kreis&equenzen sind wie im Fall 1 

(18) «* = ^. (*=i.M-) 

umfassen also die vollständige harmonische Fartialtonreihe. 

Die beiden Fälle der beiderseits geschlossenen und ofTenen 
Bohre unterscheiden sich also, wie auch von vornherein £u er- 
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warten iat, aur dadurch, daß die Normal fanktion der einen sin -^ 
ist, wenn die der anderen cos — ist, nnd umgekehrt. 

87. Sohwingungen in einer an einem Ende geaabloMe- 
nen BSbre (gedaokte Pfeife). Terglelohende Zusammen- 
stellung. Falls. Ein Böbrenende geschlossen, das andere 
offen. 

Es sei x = das geschlossene, x = l das offene Ende. Die 
QreuEbedingungen sind 

(19) M = tBr a; — 0, |^ — ftlr « = 1. 

Die Lösung ist genau dieselbe wie diejenige in Nr. 36 ftlr die 
Longitudinalschwingungen eines bei x^O festen, bei x-^t freien 
Stabes, nBmlicb wie Gleichung (41) daselbst 

(20) Wt=(C;sinV+Ci"coBnj'0Bin5^=(7iSin5L^sin«(+#i") 

m "^-'^'^^ ""■'■•■■'■ 

Für eine Röhre mit offenem Ende bei x>-0, geschlossenen bei 
X = l würde entsprechend cos — — statt sin — — zu setzön sein. 
Die Reihe der Partdaltöne enthält hier nur die unger&d- 



dere Klangfarbe der gedackten Pfeifen bedingt ist. Zugleich ist 
die absolute Höhe des Grundtones »4' eine andere als die des 
Grundtones n^ der gleich langen offenen Pfeife. Sie ist die tiefere 
Oktave von diesem. Die PartialtOne einer offenen und einer ge- 
dackten Pfeife von gleicher Länge I sind 









Tabelle 6: 






k 


1 1 




2 2 




3 3 


gedackt 
offen 


«1 = 




»1- 


1 


Bue 

«s = -p usw 
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1 Ende geBohloBaene BOhie (gedackte Pfeife) 



Die zugehörigen Frequt 



en sind 
Tabelle 7: 







Sekundenfrequenz 




gedackt offen 


gedackt 


offen 


*-l 




<-n 


"^-h 


.-J 


, 3«c 






1 


<H — r 




^.-K 


-1 




„, 6e 


^.-r' 



Für trockene Luft mit der Schallgeschwindigkeit c— 33300 
cm/sek. ^ 333 m/sek. bei O^C sind die sekundlichen Schwingungs- 
zihlen der Pnrtialtöne verachiedea langer Pfeifen in den Tabellen 
8a undb (entnommen aus Anerbach, Akustik, Bd. H des Hand- 
bnchea derPhysikl909) bis zum 
i. bzw. 8. Oberton angegeben. 

Die Lage der Knoten und 
Bauche fflr Verschiebung, Ge- 
schwindigkeit, Druck, Dichte usw. 
ist bereits in Ifr. 26 angegeben 
(vgl. auch die Tabellen 3 und 4) 
Fig. 26 (ebenfalls entnommen aus: 
Handbuch der Physik, Bd. II, 
Akustik, bearb. von F. Auer- 
bach) zeigt die Lage der Knoten 
und Bäuche in beiden FSUen fHr 
den 1. — 4. Partialton. 

88. Uttngel der elemen- 
taren Tbeorie offener Pfeifen. 



Flg. M. 
La^ dftT KbotoD " und Binoha 

Vennoknag bei d« gcdHkuu [f] 
>ffaaBn (0) PtaUe Hr die entan Tlei 
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4. Kap. Eigeuichwingungen von GsM&ulen 



•3 03 CO CO S 



•ts '^■«"■is'ia*,^-«"'!^ 



u'iT'G ^tf .f to , 



- s 

Ül C) IB, lÄ >:J ^ !5 tS tS lä 5 



üüü t, tre"ö-tj 



S^|sS?S2'*^'=' 



ns'^'^'r^-^j^-^1^ I I 



a tf-tTw-trs*«'«' I I 






Pq « C-^J".»'«'«"^! 



üoo « ^{Ttrir«"«" 



isiis^^^*^ 
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88. Mängel der elementarea Ffeifbntheone 87 

Dia Voranssetzungen, welche der elementaren Theorie der Pfeifen 
zugrunde gelegt werden, sind nicht streng. Daher stimmen die 
6«chnungsergcbnig3e nicht ganz mit der Erfahrung überein. Ins- 
besondere sind awei wesentliche Abweichungen festzustellen, welche 
die berechnete Tonhöhe und die Le^ des dem offenen Ende 
nächsten Knotens hetrefien. Dieser liegt dem Ende nfther als die 
Rechnung fordert und zwar um so mehr, je weiter die Pfeife ist 
Die Tonhöhe ist ebenfalls von der Röhrenweite abhängig, sie sinkt 
im allgemeinen mit abnehmendem Rohrdurcbmesser. Außerdem 
macht sich auch ein Einfluß des Materials und der Oberflächen- 
beschaffenheit der Wand auf die Tonhöhe bemerkbar. 

Diese Änderung der Tonhöhe wird dadurch hervorgerufen, daß 
die Schallgeschwindigkeit c in engen Bohren nicht den Wert 
wie in freier Atmosph&re hat, sondern infolge der Reibung und 
der Wärmeabgabe des Gases an die Wände verkleinert wird,*) Die 
vertlnderte Knotenlage wird dadnrch bedingt, daß die Qrenzbedin- 
gung am offenen Ende nicht ganz richtig angesetzt ist, weswegen 
die berechnete Scb allbeweg ung in der Röhre von der wahren ab- 
weicht. Hau darf nämlich, wie Helmboltz nachgewiesen hat, 
nicht annehmen, daß am offenen Ende gar keine Druck- und 
Dichte an derungen stattfinden. Denn dann wftrde überhaupt kein 
Übergang von Schall aus der Röhre in die Atmosphäre möglich 
sein. Da in der Außenluft auch Schallbewegung vorhanden ist, 
nur mit anderer Form der Wellenfläcben — in der Röhre ebene 
Wellen, außerhalb nahe der Mflndung ungefähr halbkugelige Wellen 
in großer Feme genau Kugelwellen — , so finden in der Ebene 
der Öffnung auch Druck- und Dich teSn derungen statt, und zwar 
in solchem Betrage, daß die im Innern der Röhre herrschende 
Bewegung, welche durch Gleichung (14) bzw. (17) oder (20) dar- 
gest«llt wird, stetig in die außen vorhandene Bewegung übergeht. 
Diese ist aber nicht mehr eindimensional, sondern hfingt außer von 
X auch von den anderen Koordinaten y und z ab. Man muß also 
die allgemeine Theorie zu Hilfe nehmen, um die Schallbewegnng 
auf Grund der richtigen Grenzhedingung zu ermitteln und die 
„Mündungskorrektion" der Pfeife, d. h. die Verschiebung des 
ersten Knotens zu berechnen. Für die prismatische und zylindrische 
Pfeife von überall gleicher Weite ist dies Problem von Lord 
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Bajleigh, G.Eirchhoff, Helmholtz u. a. oäberiuigsweiHe ge- 
löst. Pemer läßt es sich nach Helmholtz fltr Böhrenfonnen be- 
handeln, die VOE der genauen Kreiszylinderform etwas, z. T. un- 
wesentlich, abweichen, aber auch BotationsflScben um die BChren- 
achae sind. Und dabei lassen sich bestimmte trompeteuElbBliche 
B Öhren farrnen finden, für welche die Korrektion Null ist. Die 
Helmholtzsche „Theorie der Luftschwingimgen in Röhren mit 
offenen Enden" ist schließlich auch auf solche Formen des ein- 
geschlossenen Luftraumes anwendbar, welche von der Böhrenform 
ganz abweichen, insbesondere auch solche Räume, welche nach 
allen drei Dimensionen gleichmäßig ausgedehnt sind (Kugeln, kurze 
weite Zylinder usw.), die mit der Äußenluft nur durch eine oder 
einige wenige enge Öffnungen in Verbindung stehen. Solche For- 
men — von Kirchhoff kubische Pfeifen genannt — werden 
als Besouatoren benutzt. Die Qrundzüge dieser Theorie werden 
im S.Kapitel behandelt. Vorher soll aber die Schwingungsbewegung 
in Gasen fDr den dreidimensionalen Fall allgemein besprochen und 
im besonderen auf den Spezialfall der Eugelwellen and die 
Eigenschwingungen der tonischen Pfeifen angewandt werden. 
39. Die Differentiolgleiclrnng bei Abhängigkeit von allen 
drei Baiunkoordinaten. DreidimenBional es Problem. Schwin- 
gungen mit unendlich kleiner Amplitude sind stets wirbelfreie Be- 
wegungen, da Wirbelbewegungen nicht unendlich klein bleiben. 
Der GeschwindigkeitiBTektor') U, als Funktion des Ortes betrachtet, 
läßt sich also als negativer Gradient des (skalareu) Geschwindig- 
keitspotentials 9 darstellen*} 
(22) U = — grady 

mit den Komponenten 

Diese Werte hat man in die allgemeinen Bewegungsgleichungen 
elastischer Körper — Gleichung (6) in Nr. 8 ■ — einzuftthren, in 
denen die drei Hauptdrftcke S^ = 9^ — Sj— J'i ^^ Schemngs- 
drttcke aber gleich Null zu setzen sind. Die äußeren, auf die Vo- 

1) Es soll hier wieder die Schreibweise der Vektorrechnung an- 
gewandt werden. (Vgl. v. Ignatowsk;, diese Sammlung Bd. VI, 1). 

2) Als Gradient wird hier der Anstieg der Größe gi bezeichnet; 
daher ist noch das n^ative Vorzeichen hinzugefügt. 
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lamenelemente der Flüssigkeit oder des Gases wirkenden Kräfte 
,3E', ?)', 3' haben in den meisten Falten (wie z. B. bei der Schwere usw.) 
ein Kr&ftepcitential V, so daS mau alsdann setzen kann 

(23) ^--1?, »:— |r, «—f. 

^ ' Q ox' e dy^ 9 dz 

Sind die ftuSeren Kififte Null, so erhält man die Eigenschwingungen 

der Gas- bzw. Flüssigkeitsmenge. 

Bei der TJuiformung der Gleichungen (6) von Nr. 8 ist fol- 
gendes zu berücksichtigen. Die Geschwindigkeit u bezieht sich in 
der Gleichung (6) auf ein bestimmtes Massenteilchen, das eich zu 
der betrachteten Zeit gerade an der Stelle x, y, z befindet, im 
Laufe der Zeit aber weiter wandert, also andere Koordinaten x', 
g', z erhält. Ein zur gleichen Zeit t an anderer Stelle x^, ^,, Sj 
befindliches Teilchen hat im allgemeinen andere Geschwindigkeit 
Uj usw., die Geschwindigkeit ist also eine Funktion der Zeit t 
und des Ortes x, y, e, an dem sich das Teilchen gerade befindet. 
Die Gesamtänderung der Geschwindigkeit U während des Zeit- 
elementes dt ist du; die Beschleunigung wird also ^. Diese 
Größe, ebenfalls eine Funktion von ( und x, y, a, läßt sich in 
ihren Komponenten schreiben 

ix , du^dy , i 

dl dt 

(24) 



indem man berücksichtigt, daS "j* " "j/ ™ "i •s'- ^^^- Sind nun 
die Geschwindigkeiten und ihre Änderungen unendlich klein, so 
sind die Produkte u^ ,c-^uaw. von höherer Ordnung klein und 
können vernachlässigt werden, so daß bei Bewegungen mit un- 
endlich kleinen Verschiebungen, Geschwindigkeiten usw. -jr durch 
-ni ersetzt werden kann. Anders ausgedrückt heißt dies: man 
braucht keine Kücksicbt darauf zu nehmen, daß bei der Bewegung 
eigentlich immer neue Teilchen an den betrachteten Baumpunkt 



du. 


äa. 
dl 


+ 


W di + 




'it\ 




-t 


+ 


«.fe 


+ u 


.fe + " 


Sa, 
■"87 


da, 
dt 


-t 


+ 


«4^ 


+ a 


'.'""." 


8j, 
• dl 
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^1 Vi " gelangen, und bann so recKnen, als ob ein Rantnelement 
immer von dsnselben materiellen Teilchen erfüllt bleibt. 

Die drei Bewegnagsgleichungen (6) von. Nr. 8, welche bei 
Wegf&ll der Scherungsdrfleke I^, iE, u3w, in die Eulerschen 
hydrodynamischen Gleichungen übergehen 

^ ' dt f t dx' dt f ?9y' dt f f dt ^ 

vereinfachen sich mit Rücksicht hierauf noch weiter. Setzt man 

nämlich jetzt die partiellen Differentialqnotienteii -^ usw. statt 

du '" 

-jY usw. ein, fShrt man ferner da« Potential Y der änBeren 

Kraft« nach (23) und die neue Hilfsgröße 



-/^. 



p-n«) 



ein, so erhalten die Gleichongen die Form') 

Führt man nun das Geschwindigkeitspotential tp ein, so werden sie 

und daraus folgt »} 

(29) fi+V + P = fit) + C. 

C ist eine additive Integration skonstante. Die nur von der Zeit 
abhfingige Funktion /"(f) kann gleich Null gesetzt werden. Denn 



1} In (36) igt die Dichte g eine Funktion not des Druckes p und 

nmirekehit. Man hat daher -=— = -=— / ^ = — . Also wird — ;r^ 
dp dp J e Q Q dx 

= -=— TT^ ^ -i. — , und das Gleiche crilt für die anderen Koordinaten 
ap t)x ox 

2) Die linken Seiten von (38) sind die räumlichen Ableitnngen 
der Funktion || -f- F-]- P. Da diese Nnll sind, bo kann die Funktion 
nnr noch von der Zeit abhängen. 
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man kann za qi eine ganz beliebige Funktion der Zelt additiv hin- 
zufSgen, ohne daß dadurch an den Geschwindigkeiten und flber- 
hanpt an der Bewegung, die man aus 9) berechnet, etwas geändert 
wird. Diese Funktion kann man so wÜilen, daB ihre zeitliche Ab- 
geleitete gleich /■(() wird, so daS auf beiden Seiten von Gleichung 

(29) das Glied /"(() additiv auftritt und sich weghebt 

Sind anch die äußeren Volumenkrfifte 3£', ^', 3' zu vemaeh- 
ISssigen, so ist V konstant, kann also gleich C angenommen wer- 
den, so daß auch diese beiden Größen wegfallen. Es bleibt somit 
als Gleichung für 9 

(30) lf + ^-0. 
wobei , 

(31) -P-JT' '■-■^W- 

Der Druck p ist mit der Dichte ^ durch das für den betreffenden 
Körper unter den besonderen Umstanden des Problems geltende 
Dmckgesetz verbunden, was hier durch die Gleichung p = F(q) 
ausgedrückt wird; bei isothermen Zustandsäcderungen idealer 
Gase ist es z. B. das Boyte-Mariottesche Gesetz ji^konst,^, 
bei adiabatischen das Gesetz p ^ konst. q". Dazu kommt die Kon- 
tinuitatsgleichung (37) von Nr. 14, die durch Einführung von 9» 
abergeht in 

(») 'i-'iw + '^+w)-» •"« H-s^^-o- 

Durch die Gleichungen (30) bis (32) sind die vier Größen 9, p, 
p, P bestimmt, wenn noch die Grenz- und Anfangsbedingungen 
gegeben sind. Man kann P, 9, p aus ihnen eliminieren und erh&lt 
dann als Gleichung, welcher ^ genügen muß: 

(38) '>=.'A., (C-l«). 

Denn durch Differentiation von (30) nach t erhSH man mit Rück- 
sicht auf (31) 



!•- J. !iJ^ = il^ -L. _ 



e dt et" '^ Q df St 



dp 3 FCrt . 
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ist. Setzt man hier dus für -»j aus (32)deQ Wert^A^i ein, so er- 
gibt sich Gleichung (33), wenn man noch den Differential qaotienten 
~-, der bei unendlich kleinen Änderungen einen konstanten (nur 
noch von der Temperatur abhängigen) Wert besitzt, mit c' be- 
■ zeichnet. Wie von früher her bekannt (vgl. Nr. 19) ist c die Aus- 
breitungsgescbwindigkeit longitnd inaler Wellen in dem Medium. 
Die Gleichung (33) ist das dreidimensionale Analogen der 
frflher ausführlich behandelten eindimensionalen Gleichung (13) 
in Nr. 18. Diese wird nämlich durch Einführung des Geschwin- 
digkeitspotentials 91 zu 

*• ■' dt* dx" 

eine Gleichung, die auch aus (33) hervorgeht, wenn man die 

Glieder mit y und e wegläßt. 

40. Die mSglioben Formen der LSsang. Fortschreitende 
und Btebende Wellen. Die Lösung des Problems der Schwin- 
gungen in Gas- oder Flüssigkeitsm engen kommt also darauf hin- 
aus, Lösungen der Gleichung (33), der allgemeinen Wellengleichung, 
zu finden, welche auch die Grenzbedingungen und Anfangsbedin- 
gungen befriedigen. Bei diesen Lösungen sind die beiden Klassen 
der fortschreitenden Wellen und der stehenden Schwin- 
gungen zu unterscheiden. Letztere können nur in abgeschlossenen 
Systemen stattfinden, d. b. solchen Systemen, bei denen keine 
Energieabgabe nach auSen durch Schall Strahlung erfolgt. Dabei 
können diese Systeme nach einer oder mehreren Dimensionen unend- 
lich ausgedehnt sein. Z. B. kann auch der ganze unendliche Raum 
von ebenen stehenden Wellen erfüllt gedacht werden. Das Charak- 
teristische daran ist immer, daß nirgends Energie dauernd in einer 
Richtung strömt, wie das bei fortschreitenden Wellen der Fall ist. 

Endlich ausgedehnte Systeme müssen, damit sie keine Energie 
durch Schallstrahlung abgeben können, allseitig von festen Wän- 
den umgeben sein. Die Schallbewegung in solchen ringsum ein- 
geschlossenen Gasräumen ist, sobald sie stationär geworden ist, 
eine stehende Schwingung, und zwar eine Eigenschwingung, wenn 
keine äußeren Eräfte wirken, eine erzwungene, wenn solche äuße- 
ren, nur von der Zeit abhängigen periodischen Eräfte wirksam 
sind. Die stehende Schwingung geht, physikalisch betrachtet, aus 
der Übereinanderlagemng fortochreltender Wellensysteme hervor, 
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im einfachsten Falle aus einem direkten and einem an den Wän- 
den reflektierten. Solange der stationäre Zustand noch nicht er- 
reicht ist, muß man zur Lösong der Gleichung (33) Integrale be- 
nutzen, welche fortschreitende Wellen darstellen; nach Eintritt 
dieses Zustandas kann die Lösnng auch in solcher Form aufge- 
stellt werden, dafi fortschreitende Wellen überhaupt nicht mehr 
darin Torkommen. 

Im . stationären Zustand ist die Verschiebnng und Geschwin- 
digkeit, und daher auch das Geschwiadigkeitspotential rp einer 
einfach periodischen Funktion der Zeit proportional, als welche im 
einfachsten Falle die Sinus- bezw. Kosinusfunktion oder — beide 
zusammenfassend — die Exponentialfunktion mit imaginären Ex- 
ponenten zu wählen ist. Solche Lösungen sind z. ß. die für die 
Eigenschwingungen zylindrischer Pfeifen in Nr. 36 bis 87 auf- 
gestellten AnadrQcke der Verschiebung, Dichteänderung usw. Aus 
dem soeben Gesagten geht aber auch herror, daß die dort ange- 
gebenen Lösungen eigentlich nur filr die beiderseits geschlossene 
Röhre streng sind; für die einseitig oder beiderseitig offene Röhre 
kann die Lösung nur annähernd richtig sein, weil bei diesen Röhren- 
formen gar kein geschlossener Hohlraum vorliegt, also auch kein 
stationärer Znstand der Bewegung möglieb ist, der nur auf das 
Innere der Röhre bescliränkt bleibt. Jedesmal, wenn die den Gas- 
raom einschließenden Wände irgendwelche Öffnungen haben, durch 
die das Gas mit dem AuBenranm in Verbindung steht, versagt 
die elementare Theorie, welche nur die Schwingungen der ein- 
geschlossenen Gasmenge berücksichtigt, und man mufi auch die 
Schall bewegung im Aufienraum mit in Betracht ziehen. Das ist 
also, da völlig abgeschlossene Gasräume selten vorkommen, eigent- 
lich immer nötig. Helmholtz hat gezeigt, wie man mit Hilfe 
gewisser allgemeiner Sätze der Fat«ntialtheorie auch dieses Problem 
in besonderen Fällen lösen kann, indem man den Außen- und 
Innenraum in verschiedene Teile teilt, fßr diese passende Lösungen 
aufsucht und dieselben dann geeignet kombiniert (Vgl. Kap. 8). 

Für den Fall des vollkommen abgeschlossenen Systems, bei 
dem es sich also um stehende Schwingungen handelt, erhält man 
die dieser Bewegung entsprechende Lösung der Gleichung (33), 
indem man ip einer einfach periodischen Funktion der Zeit pro- 
portional setzt, im einfachsten Falle also proportional sin»( bezw. 
easni, oder, beides zusammenfassend, e'"'. Mathematisch betrach- 
tet kommt dos auf die Lösung durch Zerspalten der abhängigen 
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Variablen in ein Produkt mehrerer, nur von je einer Uryariablen 
abtllngigen Funktioiioii hinaas, die auf die einfachere eindimen- 
sionale Gleichung (34) frflher bereits angewandt worden ist. 
Setzt man in (33) 

(35) y^ylO.y*, 

wo 9>'^ nur von t, tp* nur von den Raumkoordinaten abhängt, bo 
zerfällt die Gleichung in die beiden Gleichungen 

(36) ^g^' + «V«-Oi 

(37) A?* + ^ g)« — oder A?' + fcV* " 0, 

indem man —,- = &' setzt; » ist wie FrUher eine neu eingeführte 
Konstante, die, wie sich aus (36) ergibt, die Ereisfrequenz der 
SchwingUDg ist. Diese Frequenz bezw. die möglichen Frequenzen 
der Eigenschwingungen sind mit üilfe der Grenzbedingungen 7.u 
berechnen, welche die „Normalfunktion" qi* des betrefienden 
Raumes zu erfüllen hat. Im Innern des Raumes mufi gi* überall 
dtr Gleichung (37) genügen. 

41. FortBOhreitaiide KngelweUen. Eine wichtige Form der 
Lßsung von Gleichung (33) ist diejenige, welche fortschreitende 
kugelförmige Wellen darstellt. Nimmt man an, doB die Erregung 
der Schwingung von einem Funkte in der ruhenden, allseitig 
unendlich ausgedehnten Gasmasse ausgeht, so folgt aus Sjmmetrie- 
gründen, daß sich die Erregung rings um mit nach allen Rich- 
tungen gleicher Geschwindigkeit ausbreiten muß. Die entstehen- 
den Wellenflachen sind also KugelHächen um als Mittelpunkt 
Das läßt sich analytisch leicht aus (33) ableiten. 

Uan führt rttumliche Polarkoordinaten r, &, ta ein. Es ist r 
der Radiusvektor vom Anfangspunkte bis zu dem betrachteten 
Änfpunkt P, positiv gerechnet int Sinne von nach P; & der 
Winkel zwischen r und der jE:-Äcb8e (Zenitdiatanz), u der Winkel, 
welchen die durch P und die e-Ächse gelegte Meridianebene mit 
der ir£-Ebene einschließt (Azimut). Damit r, &, ra ein rechtwink- 
liges System bilden wie x, y, e, ist das Azimut w in der ümlaufs- 
richtung zu nehmen, welche die positive x-Äohse mit dem kleinsten 
Drehungswinkel (90°) in die positive y-Achse dreht, und von 
bis 2k zu rechnen; die Zenitdistanz # ist von der positiven e- Achse 
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an za rechnen und von bis n eu z6blen. 
Beide Richtungen sind in der Fignr 27 
durch Pfeile angedeutet. Drfickt man ^tp 
in diesen Koordinaten aus, so erhftlt man'} 

(%R\ An, 1 »■(••'> ' »^""*^^ 

(38) Av---^^ , ^,^i„^ g^ 

■^r'Bin'&a»'' 
Nun kann hier aber aus Sjmmetrie- 
gründen keine Abhängigkeit ron 9 and w 
vorhanden sein, da die Bewegung sich gleicbm&Big nach allen 
Seiten ausbreitet; daher sind ^ und ^-^ gleich Null zu setzen 
und es hängt alles nur TOn i* ab. Es wird hier also speziell 
_ 1 g'C'-'P) 




(38 a) 



ÄV^-^r- 



Setzt man dies in (33) ein, multipliziert beiderseits mit r und 
berücksichtigt, daS r nicht von t abhängt, daB man also i , 
statt r ^ schreiben kann, so geht die Bewegungsgleicbung äbei' in 



?1(j:») 



dt' 



^-c»' 



<'l_rrp) 



(39) 

Das ist aber nichts anderes als die Differentialgleichung der 
ebenen Wellen (vgl. Gl. 7 in Nr. 8B), för welche die allgemeine 
Lösnug nach d'Alembert in Nr. 19 aufgestellt worden ist. Nur 
ist hier die abhängige Yariable dag Produkt r<p, Gescbwindigkeits- 
potential mal Badiusvektor. Benutzt man die d'Alembertsche 
Losung und dividiert beiderseits noch mit r, so ergibt sich für das 
Geschwindigkeitspotential der Eugelwellen der Ausdruck 



(40) 



tP(r + c() + 7'P(t--c(). 



Die Funktion — ^(r — et) stellt eine von nach außen fort- 
schreitende (divergierende) Welle, — 0(r + ci) eine von außen 

1) Tgl. E. B. H. Weber, Die p&rtieUen Differentialgleichungen 
der mathematisohen Fhjaik Bd. I § 41. (Branntchweig 1910). 
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nach hinschreiteude (konvergierende) Welle dar; bei beiden 
nimmt die Amplitude mit zunehmender Entfernung von ab wie 
- - Die nach hinschreitende Welle kann natürlich praktisch nur 
durch Reflexion einer nach außen gegangenen Welle an einer 
KugelflSche erzeugt werden. Ist nur eine dieser beiden Wellen vor- 
banden, so bat mau die betreffende andere Funktion <P oder W 
gleich Null zu setzen. 

Durch Differentiation nach r erbfilt man die Geschwindigkeit 
U, die ifumer in die Richtung r fällt und daher als U^ bezeichnet 
werden soll 

, ld^{r+ef) 1 ^. , . , idV^T-et) 



(41) 



-kvir-ct). 



(42) 



Daraus folgt, daß die Geschwindigkeit mit wachsendem Ab- 
stand r vom Erregnngszentmm nicht gleichmäßig abnimmt, wie 
daa Potential tp, sondern in unmittelbarer Nähe von wie -j, 
in großer Entfernung aber wie — , dazwischen nach einem kom- 
plizierteren Gesetze. 

Multipliziert man beide Seiten von (40) mit ät und integriert, 
30 erbalt man die Verschiebung der Teilchen 

Obere Integrationsgrenze ist der Zeitmoment t, für den man 
die Verschiebung haben will, untere Grenze der Zeitmoment, wo 
das Teilchen sich in seiner Ruhelage befand, m^ also Null war. 
Auch hier gilt in kleiner Entfernung r Abnahme der Amplitude 
wie -i mit wachsendem r, in sehr großer Entfernung Abnahme 



Aus der Eoutinuitätsgleichung (33) in Nr. 39, in welcher 
rechts ^ durch den konstanten Ruhewert ^ ersetzt werden kann, 
ergibt sich weiter mit Rücksicht auf (38a) und (39) 
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(43) 






V{r- 



'^dt. 



Die IntegrationagreDzen sind der Zeitmoment t, für den die 
Dichte (I ist, nod der Zeitmoment, wo sie p ist, wo also die Ver- 
dichtung s Null ist. 

Diese Gleichung aber läfit sich integrieren, wenn man nach 
(39) unter dem Integralzeichen -4-r^ durch -^ - iii— ersetzt. Es 
wird dann 

("') '-^-;^[^']-r.r^]- 

Schließlich wird der Druck 

(44) p = ^e--^(l-l-s)''-appr.^(l+Ks), 

? 
indem man (l + s)' nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt 
und beim zweiten Gliede abbricht. 

Ist beispielsweise nur eine divergierende Sinuswelle W vor- 
handen, 30 wird danach 

■(45)9.-~«nT('-'=')+7-'<:o8?f(r-cO-78in[^(r-c()+ö], 

(46) ^' = .4, cos e, Ä" =- Ä sin 0. 

Es ist 1 die Wellenlange, — j^ — JT die sekundliche Schwin- 
gangsfrequenz. Weiter ist 

(47) „, ^^^^^(r-„) + e] + i3m\^-^(r-cl)i-e], 

(48)„,-4sin[V"0--.,) + 9] + ^l.c.f^(r-.0 + »]. 

DieHinzufägungderlntegrationsgreDzen rechts ist überflflssig, 
wenn, wie es hier geschieht, die untere (rrenie tg so gewählt wird, 
daS die Verschiebung u^ dabei verschwindet. Diese Zeit 1^ ist also 
dadurch bestimmt, daB für sie u^^^O sein soll; daher ist sie aus 
der Gleichung za berechnen: 
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(49) tg[!^(r-»g + 9] i. 

Ferner wird die Yerdichtnng nach (43 a) 

Auch hier kann die Bezeichnnng der Grenzen wegbleiben. Die 
Zeiten ^, für welche 5 — ist, ergeben sich hier ans der Gleichung 

co8[^(r — c^,)4ö]-0, also 

Aus der Verdichtung folgt ohne weit«res der Dmok p, dessen 
Wert hier nicht mehr hingeschrieben werden soll. 

Die Verdicbtimgs- nnd Druckwelle breitet sich also ebenso wie 
die Potentialwelle ip selbst ohne Deformation, nur mit abnehmen- 
der Amplitade, aus. Dagegen erleiden die Geschwindigkeit^' and 
Verschiebungs wellen außer der Amplitudenabnabme Deformationen, 
da die AmpUtitde ungleii;h abnimmt. 

Statt mit dem Geschwindigkeitspotential kann man hier ebenso- 
gnt mit der Verdichtung s rechnen. Für diese ergibt sich nSmlich, 
wie man ans den Gleichungen (25), der Kontinaitfttägleichung (32) 
in Nr. 39 nnd den Gleichungen (3) und (4) in Nr. 38 leicht ab- 
leiten kann, genau dieselbe Difierentialgleichnng (39), wenn man 
darin ip durch s ersetzt^), also 

f39a^ g'M^.ia'C-') 



I) Bei der Ableitung ist zu berficksichtigen, daß wegen der Tor- 
ausgeaetzten Symmetrie um ?erruckungen, GeBchwtndigkeiten, Ört- 
liche Dinckvariationen ubw. nur In der Richtung des Radius r Torkom- 
men. Die Kontinuitätegleichnng wird daher 



a dem allgemeinen Ausdruck für div u in Engelkoordinaten 
r* dr rsin» 89 ' rBinfl- da 



5y Google 



49. Stehende Eugelwellen. Eonische Pfeifen 99 

43. Stehende EngelweUen. Eigensoliwiiignngen koni- 
selker Bohren. Konleohe Pfeifen, Mittels Kagelwellen lassen 
sich die Schwingungen von konischen Röhren (Pfeifen) behandeln. 
Denn die Bewegung der freien Kugelwelleu wird nicht geändert, 
wenn man parallel der Bewegungsrichtung, also in Richtung der 
Badien r, feste Wände aufstellt Diese grenzen konische Bohren ab. 

Die Eigenschwingungen dieser Röhren sind aber stehende 
Schwingungen. Man erhSlt diese durch Übereinanderlagerung einer 
von divergierenden und einer nach konvergierenden Welle. 
Einfacher wird die Bechnnng, wenn man wie bei zylindrischen 
Pfeifen die Methode der Partikularintegrale benutzt, d. h. eine der 
Bemoulliscben Lösung analoge Lösung der Gleichung (39) durch 
Zerspaltung sacht. Die Rechnung ist, da die Form der Differential- 
gleichung dieselbe iet, im wesentlichen die gleiche. Man setzt rip 
bezw. s als Produkt zweier Funktionen an, von denen die eine nur 
von r, die andere nur von i abhängt Fär letztere kann man gleich 
die einfache SinusFunktion einfahren, d. h. man nimmt von vorn- 
herein an, daß man es mit einer Schwingung zu tun hat, die einem 
einfachen reinen Ton entspricht. Die Rechnung ist von Barton 
durchgeführt worden.^) Sie ist im wesentlichen gleich deijenigen 
fär zylindrische Pfeifen; nur die transzendenten Gleichungen, aus 
denen die Eigenfrequenzen berechnet werden, sind andei-e als dort 
Die Bewegungsgleichung (39) gebt durch den Ansatz 
(53) ry- (»■?))* sin («( + »), 

bei dem (rip)* nur von r abhängen soll, über in 
(53) 



iUllt das 2. und S. Glied rechts ans dem oben genannten Qnmde weg. 
J>ie BnlerBcben Gleichungen reduzieren sich auf die eine Gleichung 

!?r _L9P ^er ^^^ ^^ 

dt~ Q dr dt p 9r' 

indem man noch beiderseita mit r* mnitipliziert. 

BehMidelt man diese Qleicbnngen genau so wie die Gleiohnng(la) 

und {2a) in Nr. 38 und berückeicbtigt schließlich, daß ^^^^.r^^ 

4- 3 ^ ist, so erhält man die gesuchte Gleichung. 

1) B. H, Barton, Test-Book on Sound (London 1908), S. 264. — 
PhiloB. Magazine (6) IB. 1908. S. 69. 
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Hieraus folgen die NormalfduktioneD in der aUgemeinen Form 

(54) (rg,)* ~Ä^sm"-f + B^ cos -f ■ 

Je nach den Grenzbe dingungen ist A^ oder B^ gleich Kuli zu 
setzen und die Frequenzen n^ haben verschiedene Warte. 

Fall 1. Beide Enden desKegelstumpfes geschlossen.*) 
Die Radien der beiden schlie&endeu Eugelfl&cben seien r^ und r,, 
wobei r^ <C fg i^t. Die Grenzbedingangen sind 

(55) «^ bezw. M, — fBr r — ri und r =- r,. 

Indem man dnrch Differentiation von (54) U^ bildet and in (55) 
einsetzt, erhält man die Gleichungen fUr n 

A I — ^- cos — - — sin — ^ j = B ( — - sin — i + cos — ^j 
A ( — *cos-^ — sin — *\ = J5( — ^"sin^ — ^ + cos — ^J 



(66) 



nnd hieraus die beiden einander gleichen Werte des Quotienten der 
Amplituden A und B 



(57) 



1 ^ cos ^ - J' ""» ^ + c< 



Durch Gleichsetzen der beiden Werte von -j ergibt sich die tran- 
szendente BestimmongsgleichungfOrtt. Zur Vereinfachung setzt man 

(58) =r-'e'>' T-'«*' 

und erhält damit nach einfachen Umformungen 

(57.) |_tg(9,-?a)_tg(9,-ai). 

Die BestimmimgBgleichung für m wird also 

(59) tg(«,-5i)_lg(9,-!^) 

1) Streng genommen mQgsen die TerschluSflächen Kugelflftchen 
um den Mittelpunkt sein. Bei nicht sehi großen Eegelwiukeln 
können diese aber praktisch durch Ebenen ersetet werden. 
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mit der Löstmg 

(60) ^ — Ö, =■ ^ - 0j ± ftji (ft = 0, 1, 2 . . .) 

oder mit Wiedeieinftihmiig von — i und —^ 

(61) .--'-- arc tg -^ ■= -^ — arc tg -^ ± ftn. 

Hier igt unter arc der kleinste zn dem betreffenden Tangenswert 
gehörige Bogen (Hauptwert) verstanden; sonst könnte das Glied 
Ten wegbleibeu. Die Gleichung (60) läät sich mit anderer An- 
ordnung der Glieder schreiben 

und darans folgt, wenn man beiderseits die Tangensfunktion bildet 



(62) 'g("'- 



-%{».-«■)- 



Statt beide Radien r, und r^ zu kennen, genügt offenbar die 
Kenntnis des einen von ihnen, etwa des größeren r^ und des Ver- 
hältnisses — =-E, das hierbei ein echter Bmch ist, und zwar um 
so kleiner, je näher die vordere Begrenzungsfl&cbe der E^gelspitze 
liegt; filr einen VoUkegel wird « = 0, da r, = ist. Setzt man 
zur Vereinfachong der Schreibweise 

(63) 5S-., also '^■--«, (;^-.), 

SO nehmen die Gleichungen (61) und (62) die Form an 
(61a) IX — arc(tgea:) — a;— arc(tga;)±fc« 

(62a) ,g[(i_,),]_(i^. 

Diese gleichbedeutenden Gleichungen für x lassen sich leicht 
graphisch lösen, am bequemsten in der Form (61a). Sie ergeben 
zu jedem Werte e eine unendliche Reihe diskreter Wurzeln a;^. 
Aus diesen erhält man dann mittels (63) die Frequenzen n^ Die 
graphische Lösung erfordert nur die zeichnerische Konstruktion 
der Ausdrücke y'= ia;^arc(tg£a:) und j = x — arc(tga!)±ft« 
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als Funktioiifln von x, von denen die letztere tinendlich viele paral- 
lele (jedeataal um die Streclie tc in der Ordinate nriclitimg verscho- 
bene) Zweige hat. Statt dessen kann man ebenso gai das Glied 
± kjt zu der Funktion y' hiuzufdgen, wodurch diese unendlich viele 
Zweige erhält (Fig. 38). Die Abszissen der Schnittpunkte beider 
Kurven bezw. Kurvenscharen y und ^' sind die gesucliten Wurzeln Xy 
Ihre GröBe hfiogt also von dem jeweilig geltenden Werte t ab. 
Das bedeutet: bei 
einer konischen 
Pfeife kommt es 
nicht allein auf die 
Lange derselben 
r-j—fj an, sondern 
auch auf das Ver- 
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Fig. lg. 
: dl« Karren r' = >x-antefz 



haltnis— . Mitan- 

r, 
deren Worten : die 

Eigenfrequenz 
hängt aufler von 
der Länge der 
Pfeife noch von 
der Entfernung r^ 
zwischen der vor- 
deren Mündung 
und der zu ergän- 
*' * *" zenden Kegel- 

apitze ab. Je gröfler diese ist, desto mehr nimmt die konische Pfeife 
den Charakter einer zylindrischen an, desto geringer ist die Wirkung 
ihrer Konizität. Wie übrigens aus den Gleichungen (61) oder (62) 
hervorgeht, hat die Konizität nur bei sehr kleinen Werten von £ 
merklichen Einfluß. Bei größeren Werten von i liegen die Schnitt- 
punkte bereits auf den nahezu geradlinigen Teilen der Kurven y 
und y\ und die Frequenzen n werden fast genau dieselben wie 
bei zylindrischen Pfeifen der gleichen Länge r^ — r^. 

Besonderes Interesse erregt der Spezialfall la. Vollkegel 
mit geschlossener Basis. 

Es ist r, = 0, also e ■» 0, und die Bestimmungsgleichung geht 
über in die bekannte Gleichung 
(64) lg«-, 

mit den Wurzeln 
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(65) Xo— 0, a;j = 4,i93, a^— 7,725, Xj— 10,904, x^^ 14,066, . . . 

Die Frequenzen werden also 

,„, , 4,498c 7,7S6c 10,904c 
(G5a) «1 — ^ , "» = , «s= 1 ■ ■ 

Der Quotient -j wird gleich Null, weil Ö, und — ^ = sind. Also 
besobrinkt sich die Nonualfunktion auf das Glied ^4^ sin -^ , nnd 
die LSsung fOr eine Pari ialschwin gang wird dargestellt durch das 
Geschwindigkeitspotential 

(66) 9 = ^* Sin ^ Sin (n^t + »^. 

Die Lage der Enotenflächen fOr die Geschwindigkeit und Ver- 
schiebung ergibt sich aus der Gleichung — ■^=■0, die hier u&ch 
einigen TJmformTingeu die Gestalt erb&lt 

tg ~ = — 1 

also dieselbe Gleichung (64), welche zur FrequeuzbestimmuDg 
dient, wenn darin r^ statt r gesetzt wird. Man findet also überall 
da KnotenfiKcben der Geschwindigkeit, wo das Produkt -*- einen 
der Werte (65) annimmt. Diese Flachen haben nicht gleichen 
Abstand von einander wie bei zylindrischen Pfeifen; die AbstSnde 
näheren sieb aber immer mehr einem konstanten Grenzwert, je 
weiter die Enotenflächen Ton der Spitze entfernt sind, je höher 
also die Ordnungszahl k ist; denn mit wachsendem k nShem sich 
die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Wurzeln x^ der Werte- 
reibe (65) immer mehr dem Werte jr — 3,14159. Wichtiger als 
der soeben behandelte Fall ist der folgende. 

Fall 2. Beide Enden des Kegelstumpfes offen. Die 
(n&berungs weise richtigen) Grenzbedingnngen sind 

(67) s — für r — r, und r-^r,. 

Benutzt man hier die Differentialgleichung (39 a) von Nr. 41 
und als Lösung die Normal fnnktion 

(68) (rs)* = Csin^ + Dcos^, 

so kann man die beiden aus den Grenzbedingimgen folgenden 



5y Google 



4. Kap. EigenBchwingangen von Quaänlen 



Gleichungea tmmittelbar liiDSchreibeii 

(69) CsiD^-'+J>co3^-0, Csia^ + Dcos^ — 0. 

D&s dad aber Gleichungen von genau derselben Form wie die für 
zylindrische Pfeifen mit offenen Enden bezw. für solche mit ge- 
schlossenen Enden, wenn man nicht s sondern u als Variable 
nimmt. Die Lösung i^t also auch analog. Es wird 

(70) § — '8^ '«"r- 

woraus die Bestimmungsgleichang l^r n folgt 

(") *8v-'8? 

mit der Lösung 

(72) ^ = ^±ftt -J- b. «t - ^r^^ , (ft — 0,1,2...) 

Man erhält also die vollständige harmonische Parüaltonreihe wie fQr 
eine beiderseits offene zylindrische Pfeife, deren LSnge l^~ r^ — r,^ 
ist. Die Konizität der Pfeife kommt hier überbaupt nicht in Be- 
tracht. Die Lage der Enotenflfichen der Verdichtung ist auch die- 
selbe wie bei der zylindrischen Pfeife. Die Normal funktion (68) 
läßt sich mit Einführung des Wertes D aus (69) in einer der 
beiden Formen schreiben 

(73) .•--'-"»''»''^'''oder^'-Sl^.in'»^^, 
v'*r e ' r e ' 



die volle Lösung also 

s^ = -^ sin 5*!^^ — ÜZ gin (mj( -|- #) oder 
(74) '' " 

., = ^*-sin^'^^^^sin(V + «*) 



Benutzt man nicht die Differentialgleichung (39a) für S, 
sondern die entsprechende (39) für das Geschwindigkeitspotential 9, 
so hat man zur Aufstellung der Grenibedingungen die durch (43) 
in Nr. U ausgedrückte Beziehung zu benutzen, woraus sofort die- . 
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selbea Bedingniigsgleioliungen folgen. Es ist d&bei 

(75) (rfp)*=-A8iii — -|-Bcoa— , r<p^(r^y*ain(nt-\-&), 
und die Bedingungagleichnngen werden daher 

(76) jlain^-l-Boos — = 0, Aaia*^ + Bcob^^O; 

es tritt also hol. Ä uud B an die Stelle von C nnd D. Diese 6fr- 
ziehungen gelten anch noch, nenn r^ = wird, d.h. fBr den 
Spezialfall 2a. Vollkegel mit offener Basis. An der Spitze, 
die in diesem Fall geschlossen ist, gilt auch die Orenzbedingung 
rs = 0. Daher bleiben alle Gleichungen von (68) bis (76) in 
Kraft, wenn man darin r, ^ Ü setzt. Ein Vollkegel mit offener 
Basis hat daher als Eigentöne die volle harmonische Partiatton- 
reibe und kann ebenso wie ein Zylinder als Resonator für solche . 
Töne dienen, was durch den Versuch bestätigt wird. 

5. Kapitel. 
Transrersal' oder Biegangssehwingangen von Stäben. 

48. Allgemeines. Kinematik der Btabblegoug. Gerade 
Stäbe. Der Querschnitt soll eine ebene Figur mit einer oder 
mehreren Symmetrieacbaen sein, z. B. eia gleichschenkliges Dreieck 
{eine Symmetrieachse), ein Eechteck oder ejne Ellipse (zwei Sym- 
metrieachsen), ein Quadrat (zwei Paare Symmetrieachsen), ein 
Kreis (anendlicb viele Symmetrieachsen), ein Ring (elliptischer, 
Kreisring usw. bei hohlen Stftheu oder Röhren) und andere For- 
men (Ygl.Fig.29). I 1 ^^ 

Die Größe des ^^ j ] ^ — -v ( ) 

Querschnitts q XX I ! ^^ ^ I 1 V^ 

kann längs des ^*»-^- 

Stabes variieren, die Richtung der Symmetrieachsen soll aber Uber- 
aU dieselbe sein, d. h. der Stab soll nicht tordiert sein. Für die 
schließliche Rechnung wird auch die Veränderlichkeit des Quer- 
schnitts fallen gelassen und konstanter Querschnitt angenommen 
werden. 

Achse (Mittellinie) des Stabes ist diejenige Linie, welche 
durch die Schwerpunkte (Trägheitsmittelpunkte) aller aufeinan- 
derfolgenden Querschnitte hindurchgeht. Durch die Festsetzung, 
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daß diese Linie eine Gerade sein soll, wird auch bei Teräaderlicber 
QuerschnittsgrOfle der „gerade" Stab definiert. Besitzt der Qaer- 
schnitt zwei oder mehr Symmetrieachsen, so ist der gemeinschaft- 
liche Schnittpankt derselben zugleich der Schwerpunkt des Quer- 
schnitts. 

Denkt man sich den Querschnitt gleichförmig mit Masse be- 
legt, oder anders ausgedruckt, nimmt man statt des (flächenhaften) 
Querschnitts eine durch zwei benachbarte Querschnitte mit dem 
gegenseitigen Abstand dx ans dem Stab beransgeschnittene unend- 
lich dünne körperliche Scheibe mit gleichförmiger räumlicher 
Dichte, so kann man das Trägheitsmoment dieser Scheibe bzw. 
des Querschnitts für die Rotation um eine beliebige, in der Ebene 
dieses Querschnitts liegende, Achse berechnen. Besonders wichtig 
für die Theorie der Biegung von Stäben ist der Wert dieses 
Trägheitsmomentes in dem Fall, daß die Drehachse durch den 
Quer Schnittsschwerpunkt hindurchgeht. Fällt außerdem noch die 
Drehachse mit einer der verberge nannten Symmetrieachsen zu- 
sammen, so nimmt das Trägb6itsmoment ausgezeichnete Werte an 
(Maximum, z. B. für elliptischen Querschnitt bei Drehung um die 
kleine ElUpsenachse; Minimum, z. B. bei Drehnng um die große 
Ellipsenachse; eventuell auch Maximum — Minimum oder schließ- 
lich konstanten Wert bei kreisförmigem Qnerschnitt). 

Für die TransTersalschwingungeu der Stäbe kommen haupt- 
sächlich solche Biegungen in Betracht, bei denen die Querschnitte 
sich um die Achse des kleinsten Trägheitsmomentes drehen, z. B. 
bei elliptischem Querschnitt Biegungen parallel der kürzeren Ellip- 
senachse, bei rechteckigem Querschnitt Biegungen parallel der 
kürzeren Kante, weil in dieser Richtung der Biegungswiderstand 
am geringsten ist. 

Das Trägheitsmoment des gleichförmig mit Masse belegten 
Querschnitts 9 oder besser der Scheibe vom Flächeninhalt q, der 
Dicke dx und der räumliehen Dichte p, bezogen auf eine durch 
den Schwerpunkt gehende Drehachse läßt sich immer ausdrücken 
als Produkt aus der Gesamtmasse und dem Quadrat des Träg- 
heits- oder Gjrationsradius x fQr diese Achse') 

(l) J " fix* = gqdxx*. 

1) Für den idealen Fall des mit Masse von der Dichte 1 gleich- 
mäßig belegten Querschnitts bat man seine Flächendichte (idx^l 
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44. Herleitong der Differentialgleichung mittels der 
Kräfte und Drehmomente. Die Bewegungsgleichung Jäfit 
sich auf verechiedena Weise herleiten, entweder direkt dnrch Be- 
rechnung und Einsetzen der wirkenden Kräfte und Kräftepaare 
(Drehmomente) in die Newtonschen bzw. Lagrangeschen Be- 
wegongsgteichangen, oder dnrch Derechnnng der kinetischen und 
potentiellen Energie, die bei der Biegung auftritt, and Anwendung 
des d'AIembertschen Prinzips der virtuellen Verrück ungen oder 
des Eamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung und anderer 
mechanischer Prinzipe. 

Die erste, auch bei den Saiteasch wingungen und den Longitu- 
dinalschwingungen der Stabe benutzte Methode (vgl. Nr. 16ff.) er- 
fordert hier die Berechnung aller Erüfte und Kräftepaare, welche 
auf einen Stabquerschnitt (oder vielmehr ein scheibenfSrmiges 
LSngselement des Stabes) wirken. 

Diese Methode soll auf den einfachsten, praktisch übrigens 
fast allein in Betracht kommenden Fall angewandt werden, daß 
der Stab Überall gleichen Querschnitt mit einer oder mehreren 
Symmetrieachsen besitzt, und daß die Biegung parallel einer Ion- 
gitudinalen Symmetiieebene erfolgt, d. h. parallel einer durch die 
Stabachse und eine der Quersrhnittssymmetrieachsen gelegten 
Ebene. Sämtliche Fasern des Stabes bleiben dabei auch im ge- 
bogenen Zustand, dieser Eiegungsebene parallel, die neutrale 
Faser mit der Stabachse bleibt in der Biegungsebene selbst. 

Ist die Eiegungsebene vertikal, so bilden alle in gleicher Höhe 
liegenden Fasern eine Horizontalschicht und erleiden die gleiche 
Dehnung. Eine dieser Schichten bleibt ungedehnt und heißt die 
neutrale Schiebt; in dem hier behandelten Fall ist sie zugleich 
die mittlere, die Stabachse enthaltende Schicht. Die Fasern ober- 
halb der neatralen Schiebt werden gedehnt, diejenigen unterhalb 
verkürzt.*) Wirkt keine den Stab dehnende Kraft neben den bie- 
genden, so behält die mittlere Schicht ihre ursprüngliche natür- 
liche Länge, ist also neutrale Schicht. 

Die auf eine Qnerschnittsscheibe wirkenden Kräfte zerfallen 
in die Normalkrftfte (Zugspannungen) und Tangential- oder Sche- 
rungakräfte (SchubspannuDgen). Die einander paraUelen Zug- 
spannungen, welche auf die einzelnen Fläcbenelemeate des Quer- 
schnitts wirken, lassen sich nach allgemeinen mechanischen Prin- 

1] Wenn der Stab nach anten gebogen wird. 
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zipien znaunmenfaBsen zu einer resultier enden, im Querschnitts- 
scbwerpunkt angreifenden Einzelkraft und einem KrSftepaar mit 
einem Drehmoment 3R, das den Querschnitt um eine in dessen 
Ebene liegende Achse zn drehen sacht. Die resultierende Einzel- 
kraft bewirkt eine Dehnung des Stabes (der mittleren Schicht 




Ninunt man den einfachsten Fall an, d&B die StablSnge (Lange 
der mittleren Schicht) unge&ndert bleibt, so moB die resaltierende 
dehnende Einzelkraft verschwinden, d. h. die Gesamtsnmme der 
auf die einzelnen Flächenelemente des Querschnitts wirkenden 
i N'ormalkrSfte muß Null sein. 
Das geschieht, wenn die Summe 
der oberhalb der mittleren 
Schicht wirkenden Zngkr&fte 
gleich der Summe der imterhalb 
in entgegengesetzter Richtung 
wirkenden Druckkräfte ist. Diese 
beiden Summen sind dann zwei 
gleiche parallele, aber entgegen- 
gesetzte Kräfte und bilden somit ein Kräftepaar, welches eine Dre- 
hung des Querschnitts um eine in dessen Ebene liegende und durch 
den Querschnittsschwerpunkt {also die Stabachse) gehende hori- 
zontale Drehungsachse bewirkt (Fig. 30). 

Das Drehmoment SIH des Kräftepaares ist eine Funktion TOn 
X, variiert also von einem Querschnitt zum benachbarten um 
-^—dx, und hängt von dem jeweiligen Deformation szn stand, also 
auch von dem Biegunggpfeil v ab, wenn v die VerräckuDg in der 
Biegungsrichtung parallel der Biegungsebene bezeichnet. Dazu 
kommea die Scberungskräfte, die hier alle parallel der Biegungs- 
ebene wirken und für jeden Querschnitt eine in die Biegungs- 
ebene fallende Resultante ^ ergeben; diese hängt ebenfalls von x 
und y ab, und ändert sich von einem zum andern Querschnitt um 

Hieraus sind nun die Kräfte und Drehmomente zn berechnen, 
welche auf eine von zwei benachbarten Querschnitten begrenzte 
körperliche Querschnittsscheihe wirken. Die Scheibe habe die 
Dicke dx und liege zwischen x und x + dx. Auf die Vorder- 
fläche (bei x) wirkt das Drehmoment 3R im Sinne des gekrümm- 
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ten Pfeiles in der Fig. 31, auf die Hinter- ^+^') 

fläche (bei x + dx) wirkt das Moment 

SK(-+'")=3n+dan=3R+^d^ im 

Sinne des beigesetzten Pfeiles, d. h. in ent- 
gegengesetztem Sin oe. Das aof die Scheibe 
wirkende M^oment ist also die Differenz 

Das TOn den Scbeningskraften ausgeübte Drehmoment ist ^dx. 
Denn die an der JEünterälche der Scheibe (bei x -\- dx) angreifen- 
de Kraft !)('+'*''' zerlegt sich ohne weiteres in die Komponenten 
§ und ^D"- g— da:, beide in der Pfeüricbtnng wirkend. Die 
Komponente ^ gibt mit der an der Yorderfl&che wirkenden Kraft 
^ ein Eräftepaar, das mit dem Hebelarm dx, also mit dem Mo- 
ment ^dx die Scheibe zu drehen sucht. Die noch übrig bleibende 
Komponente-^di der Scherungskraft wirkt als reine Transla- 
tionskraft auf die Scheibe in der y-Bichtung. 

Der Ansatz der Bewegungsgleicbungen liefert für die Trans- 
lation und die Drehung 

(v vertikale Verriickung, i Drehungswinkel, (i Masse, J Trägheits- 
moment der Quersohnittsscheibe nm die durch den Querschnitte- 
Schwerpunkt senkrecht zur Biegungsebeue xy gebende Drehungs- 
achse). Mit EinfOhmng der Scheihendicke dx, Qu ersehn ittsfläche 
g, der mumlichen Dichte (/ und des Trägheitsradius x (vgl. Nr. 43) 
und mit Biicksicht darauf, dafi der kleine Winkel < = ^ gesetzt 
werden kann, gehen diese Gleichungen Qber in 
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^3(' dx ' 
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Durcli EIUminatioQ von ^ erhält man hieraus die eine Gleichung 

(4) H(-9,.-«fiwJ — 5^'- 

Nun muß SR als Funktion der Koordinaten und Deformationen 
ausgedi-ückt werden. Offenbar bOngt die Fonn dieser Funktion 
aufa engste mit der Gestalt der Kurve zusammen, in welche die 
gerade Stabachse gebogen wird. Verhältnismäßig einfach ist die 
Berechnung, wenn der Stab gleichförmig gebogen wird, die Stab- 
achse also Kreisform annimmt, wie bei dem einfachsten F&ll sta- 
tischer Biegung. Die Drehmomente bei anderen Biegungsformen 
unterscheiden sich von dem hierzu erforderlichen nnr um Glieder 
höherer Ordnung, wenn die ganze Deformation klein bleibt. Denn 
die tatsächlich stattfindende Biegung unterscheidet sich von der 
kreisförmigen dann nur unendlich wenig. Daher kann näherungs- 
weise das Drehmoment der Kreisbiegnng für die bei Schwingangen 
vorkommenden Biegungen gesetzt werden, wenn, wie vorausge- 
setzt, alle Verrückungen als verschwindend klein von erster Ord- 
nung betrachtet werden können. 

Bei der kreisförmigen Biegung bleiben aus Symmetriegrilnden 
alle Stabquerscbnitte eben. Das gilt also anniihernd auch für jede 
andere Biegung mit unendlich kleiner Verrückung. Die mittlere, 
die Achse enthaltende Paser i^t zugleich neutrale Faser, erleidet 
also keine Dehnung und die dehnende Kraft in der x-Richtung 
fällt, wie bereits angenommen, weg. Auch die scherende Kraft ^ 
fallt aus Symmetriegründen weg, was jedoch unwesentlich ist, da 
sie in Gl. (4) sowieso nicht mehr vorkommt. 

Das aus den Normalkräften hervorgehende Drehmoment SR 
erhält man folgendermaßen. Die Koordinate parallel der Bie- 
gnngsebene sei y von der neutraten (mittleren) Schiebt an ge- 
rechnet, nach oben positiv, nach unten negativ. Die (neutrale) 
Achse wird zu einem Kreisbogen mit dem Krümmungsradius li 
gebogen, behält aber ihre Länge l. Eine Faser in der Höhe y über 
der neutralen Schiebt wird gegen ihre natürliche L&nge l gedehnt 
im Verhältnis 

W J - B- - 1 + ij 

wie aus Fig. 32 hervorgeht. Für unterhalb der neutralen Schicht 
liegende Fasern mit negativem y bedeutet dies eine Verkürzung. 
Die Dehnung der Längeneinheit der Faser ist also y/ü; sie erfor- 
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dert die dehneDde Kraft EdeyjB, 

wobei E der (Toungache) Ela- 
stizitätsiiiodul dea Stabmateriala, 
de der QuerBchuitt der Faser ist. 
Diese in der Stabrichtung (+ x) 
wirkende Kraft gibt ein Dreh- 
moment dWlin bezug auf die senk- 
recht znr Biegungaebene durch 
die Stab&chse gelegte horizontale 
Drehachse des Querschnitts 
d'SR = yEda9lR. 

Alle oberhalb der neutralen (mitt- 
leren) Schicht an den verschie- 
denen Fasern wirkenden Kräfte zusammen ergeben also ein Dreh- 
moment ^ 
(6) m-lJyH, 

integriert tiber den oberhalb der neutralen (mittleren) Schicht 
liegenden Teil des St&bquerschnitts. Derselbe Ausdruck mit glei- 
chem Vorzeichen ergibt sich ftr den unteren Teil des Querschnitts 
unterhalb der Linie .^ £ in Fig. 32. Daher wird das gesamte Dreh- 
moment durch (6) dargestellt, wenn man über den ganzen Quer- 
schnitt integriert. 

Das Integral /^*<j<l l&Bt sich in diesem Fall mittels des Gj- 
rationsradins x und des (mit Masse Ton der Dichte 1 belegt ge- 
dachten) Stabquerschnitts q ausdrücken, so daß man erhält 

Endlich l&St sich der Krümmungsradius R durch die DifTerential- 
quotienten tt- und w---i oder, was auf dasselbe hinauskommt'), 
■^ und ö— i ausdrücken, wenn y als Funktion von x die Gestalt 
der gebogenen St&bachse darstellt. Die allgemeine Formel für 
den Krümmungsradius einer beliebigen Kurve vereinfacht sich hier 
näherongsweise zu 

1) Da aicb v von y nnr um die additive Konstante (/,, die Ko- 
ordinate der Enheloge, unterscheidet. 
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da, die Neigung der gebogenen Stabacbse gegen die Abszissen- 
achse, also -rr—. Überall TerBebwindend klein bleibt. Somit wird 

(6b) <a-E.'/^- 

Mit diesem Wert geht die Differentialgleichung (4) über in 

(8) ,44°-M.'8^;|i, + -B«'4-;.-0. 

Sie gilt in dieser Form fSr einen homogenen Stab mit nberall 
gleichem und gleichliegendem Querschnitt, wenn die Biegimg in 
einer seiner Hauptbiegungsebenen stattfindet. Gewöhnlich l&fit 
sie sich aber Jurch Weglassung des mittleren Gliedes, das meist 
klein ist gegen die beiden anderen, noch weiter vereinfachen in 

(8.) f4";+E,vg-o. 

Bevor sie integriert wird, sollen die Werte der verschiedenen ins 
Spiel tretenden Energieformen angegeben und die Rayleigbsche 
Herleitung der allgemeineren Form für verÄnderlichen Qaerschnitt 
usw. skizziert werden. 

4S. Kinetisoho und potentielle Snei^e. Die kinetische 
Energie zerfäUt in zwei Teile, die translatoriscbe der Seiten- 
Verschiebung, und die rotatorische der Drehbewegung der Quer- 
BChnittsacheiben. Erstere überwiegt im allgemeinen. Die Werte 
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wobei Gl. (l) benutzt und berücksichtigt ist, daB dar kleine 
Dreh Winkel e näherungs weise gleich der trigonometrischen Tangente 
der Kurvenneignng dvjdi gesetzt werden kann. Für den ganzen 
Stab ergibt sich somit die gesamte kinetische Energie durch 
Integration über die Stablänge l 
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Wenn Dichte nud Quersohnitt konstant aind, können ^q bezw. 
pgx* als konstante Faktoren vor die Intej^lzeichen gesetzt werden. 
Das zweite Glied dieser Summe, die Botationsenergie, kann bei 
kleinen Elongationen gegen das erste vemachlSssigt werden. Denn 
s— jji oder K- (s-tI ist die örtliche Änderung der seitlichen Ge- 
schwindigkeit der Stahteilchen, wenn man von einem zum andern 
Stabende geht. Diese Änderung ist von der Größenordnung des 
Neigongswinkels der Stabachse, also mit diesem selbst klein, so 
dafi 3—31 Ton höherer Ordnung verschwindend klein ist als die 
kleine Geschwindigkeit dvßt. Es sei z. B. die Schwingungs- 
amplitnde am Ende eines fest-freien, d. h. eines an einem Ende 
fest eingeklemmten, am anderen freien Stabes von der Länge 
l = bO em der hundertste Teil der Länge, also 0,5 cm. Die Elon- 
gationen sind daher als klein von der ersten Ordnung anzusehen. 
Der Neigungswinkel der Stabachae ist zwar von Funkt zu Punkt 
verschieden, aber im Mittel von der Größenordnung des Winkels, 
den eine von der ausgehogenen Stabspitze zum festen Ende ge- 
zogenen Gerade mit der a;-Ächse einschließt Dieser Winkel bzw. 
seine trigonometrische Tangente ist hier im Maximum bei stärkster 
Ausschwingung 0,5: 50— '0,01. Man kann nun den mit schwacher 
Erämmung sich bin- und herbiegenden Stab in erster Näherung 
durch einen geraden ersetzen, der als starres Pendel um den Ein- 
klemmungspunkt als Drehpunkt schwingt. Die Geschwindigkeit 
der Stabquerschnitte wächst dann offenbar proportional x vom 
Drehpunkt bis zum freien Ende. Die Geschwindigkeit am freien 
Stabende bei x^— I sei 1^1 an der Stelle X ist dann die Geschwin- 
digkeit und ihr Differential quotient nach x 

'^ ' dl 1,81/1 1' 81»! \lllt l 

Daraos folgt der Wert der beiden Integrale in (10) 

nnd somit das Größen Verhältnis der beiden Energiearten 
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Dieser Wert iat klein, da die Querdimeusioneu des Stabes uad 
deshalb auch der Gjrationsr&dius x deB Stabquergchnitte klein sind 
gegen die StabUnge l. Genauere Rechnungen unter Zugrunde- 
Isgiing der wahren Stahgestalt führen zu demselben Ergebnis be- 
züglich der Größenordnung. 

Diese Betrachtung zeigt nun auch, daß in der Differential- 
gleichung (6) das zweite Glied, das eng mit der Rotationsenergie 
zusammenh&ngt, in den meisten Fällen klein ist gegen die beiden 
anderen; denn wenn ^ ^ klein ist gegen ^, so gilt das in An- 
betracht der Stetigkeit der von der Stabachse gebildeten Eurre 
erst recht Ton >, —{ , -■ und das Verl^tnis bleibt ungeändert, wenn 
man alle diese Größen noch einmal nach t differentiiert. 

Die potentielle Energie V ergibt sich so. Fflr eioen kreis- 
förmig gebogenen Stab gilt folgende Eechnung. Eine Faser vom 
Querschnitt da in der Höhe y aber der neutralen Schicht ist von 
der Länge l auf I'— 'i(l -f-y/B) gedehnt worden nach (5). Die 
Dehnung der Längeneinheit derselben ist also y/ü und die nach 
den Ausführungen Nr. 44 dazu nötige dehnende Kraft ist EdayjR. 
Die Dehnung eines Faserelementes der Länge dx ist t/dx/S. Die 
von der Kraft bei der Dehnung gegen die MolekularktUfte geleistete 
Arbeit, also die Vermehrung der potentiellen Energie dieses Faser- 
elementes, ist daher') 

Durch Integration über den ganzen Querschnitt folgt die poten- 
tielle Energie einer Querschnittsscheibe des gebogenen Stabes — 
diejenige derselben Scheibe im ungebogenen Zustande gleich Null 

gesetzt — 

1) Die DeformatioDsarbeit bei der linearen Dehnnng der Längen- 
einheit nm die Strecke e ist immer ^Ee* tut einen Zylinder von der 
Länge Eine nnd dem Querschnitt Eins, also ^Ee'dadx fSr die Länge 
dx und den Qnerechnitt da. Der Faktor i kommt dazu, weü bei 
der Defonnation die der Verschiebung widerstrebende elastische Kraft 
allmählich (und zwar proportional der Verschiebung) von bis zu 
ihrem Endwert Eday/B ansteigt. 
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Im letzten Gliede ist fQr R sein NKbeniogswert nach 61. (7) 
gesetzt. Für den ganzen Stab ergibt Biob daraus durch Integra- 
tion über X die potentielle Energie 

(14) K-i/£.',(g)V 

Wenn Elastizität und Querschnitt iBngs des Stabes konstant 
sind, kann En'g als konstanter Faktor vor das Integralzeichen 
gesetzt werden. 

Diese Werte gelten angenähert auch für andere als kreisfSrmige 
Biegung, wenn, wie wir es hei den Schwingungen voraussetzen, 
die Verschiebungen klein sind. Die infolge der Scbemng ent- 
stehende potentielle Energie ist zu vernachlässigen, weil sie von 
höherer Ordnung klein wird. Bei kreisförmiger Biegung ist sie 
Null, weil die Scherung ganz wegfallt. 

46. Herleitung der Differentia^;lelahiiug und derGrens- 
bedingoDgen ans dem Prinzip der virtuellen Tereohie- 
bnngen. Die Gleichnng (8) bezw. (8 a) laät sich noch auf anderem 
Wege ableiten. Es soll der von Lord Bayleigh begangene 
skizziert werden, weil er auch bei Verallgemeinerung der Beding- 
ungen, z. B. wenn Querschnitt oder Dichte oder Elastizität des 
Stabes längs seiner Achse variiert, Terbältnism&Big einfach zum 
Ziele führt. Rayleigh benutzt das Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebungen — von ihm Prinzip der Tirtuellen Geschwindigkeiten 
genannt — in einer besonderen Form, die hier nichts anderes als 
das Prinzip der Erhaltung der Energie ist. Man kann also eben 
so gut dieses letztgenannte Prinzip ohne andere Einkleidung heran- 
ziehen. Es genügt hier znr Ableitung der Bewegungsgleichung, 
weil nur eine einzige Koordinate, die natürlich von der Zeit t 
abhängt, die Gestalt des Stabes bestimmt, nämlich die Verschie- 
bung V der Stabteilchen in der y-Bichtnng. 

Es sei wieder U die kinetische, T die potentielle Energie 
des gebogenen Stabes. Dann muß die Summe von kinetischer 
und potentieller Energie U-\- Y konstant sein, oder was dasselbe 
bes^, es muß sein 

(15) -äU + dV^O, 

wobei d U und S T die Änderungen sind, welche durch eine Ver- 
schiebung der Stabpunkte um Sv = 8y in der ^-Bichtnng ent- 
stehen, die in der Zeit St erfolgt 
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Mit Benutzung der Wert« (10) und (14) für V und V er- 

liKlt man 

oder mit Weglassung des von höherer Ordnaug kleinen letzten 
Gliedes in der eckigen Klaminer 

(16) ar-/k',.g|-j2.«. 

Dies ist auch direkt aus (14) ableitbar, indem man nach ( 
differentüert, aber it statt dt Hetzt und berflcksicbtigt, daS 

iat. Die Variation von U erhält man ebenso als 

(17) >TJ-fnf/^.S'ä'+fn''i^hli[f^i)»tä' 

wobei, wie erforderlich, dt^St gesetzt ist. 

Durch partielle Integration erhält man aus (16) und (17) 

(16.) "-[^«■»,?.?^L.-[Ä(«»g) "l., 
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46. DiffeienÜalgleicbnng und GrenzbedingaDgen 



oder wenn E, q, ^ konstant sind, und wenn, was gestattet ist, 
g — fOx ^(g-) gesetzt wird, 

(16b) "-^.»iS^l. -[&>«!=.+/&' """1 . 

(17b) iü-„fßM, + f,,'[^,'g^i.l_^ 

Diese Werte in (15) eingesetzt geben die Gleichung (18), 
welche für alle mit den Bedingungen des Problems Terträglicben 
Werte der Verrflckung dv erfttllt werden muß: 

+[^«*4^>(f-:)+(M.'5iw-Ä(*'"'4a)'"Lr° 

oder einfacher, wenn E, g, ^ konstant sind, 

(18a) fjE,^.>^, + „'^,-„.'^:\d.U 

+[«'"'S'©+(«»'aSi-««"'iä)''i:;=»- 

Da die Werte Sv ganz beliebig sind, wofern sie nur die Be- 
dingungen des Problems erfüllen, hier also die Bedingung, daß 
die Verschiebung v und ebenso der Neigangswinkel der Stabacbse 
d. h. dv/dx sich stetig mit x Sndert, so kann der Gleichung nur 
genügt werden, indem man alle in eckigen Klammern stehenden 
Ausdrücke einzeln gleich Null setzi Das liefert, wie ersichtlich, 
wenn E, q, ^ konstant sind, sofort die frühere Differentialglei- 
chung (8) außerdem aber auch noch die in diesem Falle an den 
Enden des Stabes zu erfBllende Grenzbedingung 

(19) «,..g,g) + „..(4-,-..g),„ = „, (e. = f) 

die in den gewöhnlich vorkommenden Fällen in mehrere Einzel- 
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bedingDDgen zerfallt. Denn wenn anch Befestigongsarten des 
Stabes denkbar sind derart, daß die dadurch entstehenden Zwangs- 
kräfte ein bestinimtes Verhältnis zwischen Zunahme der Äusbie- 
gung Sv und Neigung ^ ( ^ ~ ) ^ni Stabende bewirken, so haben die 
gewöhnlichen Befestignngsarten wie Einklemmen des Stabes usw. 
doch andere einfachere Wirkung. In jenem Falle würde sich ans 

(19) dnrch Einsetzen des vorgeschriebenen Wertes des Verhält- 
nisses äv.Si^j eine recht komplizierte Grenzbedingung ergehen. 
In den praktisch zu berücksichtigenden Fällen sind die Bedin- 
gungen wesentlich einfacher. 

47. Die vier möglichen Arten von Greiubfidingangdii 
und ihre mathemaÜBche Formulienuig. Es sind vier f%Ue 
denkbar. 

1} Das Stabende ist frei. Dann ist Variation der Ausbie- 
gang dv und Variation der Neigung ^(^) willkürlich wählbar, 
und die Gl. (19) wird nur erfflUt, wenn gleichzeitig 

(20) ~, = und ^,_c'|^ = 0. 
^ ' dx' dxot' ex* 

ist. Die zweite dieser Bedingungen vereinfacht sich zu s— i = 0, 

wenn die Drehbewegung der Stabquerschnitte vernachlässigt werden 

kann, wenn also die vereinfachte Differentialgleichung (8a) gilt. 

2) Das Stabende ist eingeklemmt oder eingespannt, 
d. h. so befestigt (durch eine Zwangskraft und ein Zwangsdreh- 
moment festgehalten), daß es weder seitlich ausweichen, noch sich 
drehen kann. Es sind also Variation der Aosbiegung und Varia- 
tion der Neigung gleich Nnll zu setzen, so daß die Bedingungs- 
gleichuDgen lauten 

P') *©-" "'' *''-'> 

oder, wenn die ursprünglich gerade Stabachse zugleich Koordinaten- 
achse ist 
(21a) || = und v = 0. 

3) Das Stabende ist drehbar gelagert (gestützt, engl, 
supported), d. h. so befestigt (durch eine Zwangskraft festgehalten), 
daB es nicht seitlich ausweichen, wohl aber um eine im End- 
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querschnitt gelegene Achse sich drehen kann. Praktisch kann 
dies durch Anstemmen der schwach gewölhteu Endfläche gegen eine 
feste Wand erreicht werden. Daher auch die Bezeichnung „an- 
gestemmtes Ende" statt der nicht sehr glücklichen „nnter- 
sttttztes Ende" als Übersetzung von supported. Dabei ist Sv=0, 
aber die Variation der Neigung d l^\ ist willkürlich. Die Orenz- 
bedingnngen werden also 

(22) 1^ = *^ ^^^ iv = 0. 

4) Das Stabende ist gerichtet verschiebbar, d. h. es 
kann seitlich ausweichen, aber seine Richtung (die Neigung der 
Stabachse) wird durch ein Zwangsdrehmoment festgelegt. Dann 
ist äv willkürlich, aber die NeigungsTariation 5(k-) = 0, Also 
werden die Grenzbedingungen 



Sxdt* 



(23) d(|^l=0 und 

Auch hier gilt die Bemerkung am Schlufi von Fall 1. 

Nur die beiden ersten Falle haben Bedeutung für die Akustik 
erlangt. Der vierte Fall scheidet als nicht realisierbar ganz ans. 
Der dritte Fall läßt sich zwar verwirklichen, z. B. durch Ein- 
keilen eines Stabes zwischen zwei ebene oder flach gew91bt« 
Widerlager, wie das beim Stimmstock der Streicbinstramente ge- 
schieht; er bietet aber akustisch kein Interesse, selbst in dem 
soeben angeführten Beispiel nicht, weil dort wegen der Kürze des 
Stabes die TransversalschwinguiLgen erstens nur schwach ent- 
wickelt sind und zweitens in so hohen Tonlagen liegen, daß sie 
keine Rolle spielen. 

Da jeder Stab zwei Enden hat, so können die vorstehenden 
drei bezw. zwei Grenzbedingungea in verschiedenen Kombinationen 
vereinigt vorkommen. Man erhält so als wichtigst« Fälle: 

I. frei-freier Stab, beide Enden frei 

II. fest-fester „ beide Enden eingeklemmt 
III. fest-freier „ ein Ende eingeklemmt, das andere frei. 

48. Integration der Differentialgleichung für stehende 
Sohwingungen. I^ormalfUnktionen. In den praktisch vorkom- 
menden Fällen kann man die Drehbewegung der Stabquerschnitte 
vernachlässigen, weil ihre Energie gegen diejenige der transver- 

Kalihne: Aknitlk ^. 9 



5y Google 



120 &■ Kkp. TramvenaUcliwingaiigeii von SUben 

aalen VerBchiebong rerschwiiidet, und bat dann statt der Differen- 
tialglaichnng (8) die vereinfachte Gleichung (8a) von Nr. 44 zu 
integrieren, die sieb schreiben iBßt 

(8b) |f + -'«'5^-<> (<^-f). 

wo c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit longitudinaler Wellen in 
dem Stabe ist. 

Diese lineare partielle DifTerentiaigleichung 4. Ordnung läßt 
sich ähnlich wie die in Nr. 24 bebandelte Gleichung 2. Ordnung ftlr 
die Saitenschwingungen nnd Longitudinalwellen von Stäben nach 
der Methode der Partitularlösnngen integrieren durch Zerspaltnng 
der Funktion v in ein Produkt, dessen einer Faktor nur von (, 
dessen andrer nur von x abhängt. Es werde gesetzt 
(24) ■ « = t;W.^IO. 

Durch Einsetzen in (8b) gibt dies nach einfacher Umformang in 
voller Analogie mit Gl. (28) in Nr. 24 

:• dV» , «t* , , 



indem man die Konstante, der beide Seiten gleich sein i 

(vgl. Nr. 34), mit — n* oder — j^ «*c* bezeichnet. Das gibt die 

beiden gewöhnlichen DifTerentialgleichongen S. bzw. 4. Ordntmg 

(26) ^__„.,»__:l\v.(«, 

Gleichung (26^ besagt, daß die Bewegung jedes Stabpunktes 
eine sinusförmige (pendelfBrmige) Schwingung ist, dargestellt durch 
eine der beiden Funktionen 

(28) t!*'' = sinBi = sin -p-KCi oder t)*'*=- cosni^cos jj «et, 

was man auch gleich von vornherein hstte annehmen kSnnen.') 
Diese Schwingung bedeutet einen einfachen Ton von der (Kreis-) 



1) Statt desBCD hätte man auch in Gl. (21) t^" = «<'" setzen kön- 
nen, was bei der Zerapaltnng in den reellen and imaginären Teil 
wieder auf Gl. (2S) fährt. 
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Frequenz oder zyklischen Schwingongszahl n, d. h. von der sekand- 
lichen Schwingtmgszahl ^ — Ql- (27) bestinimt die Phase und 
Amplitude dieser Schwingung für die Terschiedenen Punkte als 
Funktion von x, also die Form des Stabes bei der Schwingnng, 
die Sohwingungsfigur. Als Differentialgleichung i. Ordnung hat 
sie ein allgemeines Integral mit vier willktkrÜchen Konstanten, 
das sich additiv aus vier voneinander unabhängigen partikulären 
Integralen zusammensetzt 

PartikuUre Integrale von (27) sind z. B. 

(29) sin -7-, C08-f-, e , e 

oder auch beliebige Summen und Differenzen dieser vier Ausdrucke, 
wie z. B. die Hyperbelfnnktionen^) 

(29«) Stn^-|(e"^-r^) und Sof T^-^e^+e""^). 
Als allgemeines Integral erhält man also z. B. 

(30) i;W-=J^ain^+Boo8^+Cc' +i)c ' 
oder 

(30a) i,w = «sinü^ + a3cos'^ + «®in^ + S)-eof'x 
oder auch (^^^i^) 



1) Vgl. über die Eigen Beb aften dieser Fanktioneo z. B. Jabnke- 
Emde Funktionentafeln (Math.-Physik. Sehr. f. Ingen, u. Stnd.) Leipzig 
1S09 (B. O. Teabnet). Eb ^It inBbeaondere 

Cof{— oo) = oo, SoIO = l, M(4-oo)=Oo; ffio|(— a)=Co(a, 
®in(— 00) — — 00, ©180 = 0, ©in (+00)— 00; ©in(— «)— — ©in«. 



Diese FunktioDeu reprodozieren sich also nach je 2 Differentiationen 
Tollatäadig, auch in bezng anf das Vorzeichen. 
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- A' (cos ~ + Sof ^) + B'(coB !^ _ EoT ^ 
' + C (bIh -p + Sin ~) + D' (sin ^ - Sin '^) 

(Bljtaigfa.) 

Die letzte ist die vod Lord Rayleigh, die mittlere die von 
Horace Lamb benutzte Form des ^tegrals, die wir ebenfalls be- 
natzen wollen. Irgendeias der genannten partikulären Integrale, 
oder auch die Summe mehrerer von ihnen bzw. das allgemeine 
Integral, multipliziert mit einem der beiden partikulBren Integrale 
fjW von Gl. (28), gibt eine mögliebe Lösung von (8b). Unter diesen 
müssen diejenigen ausgewählt bzw. es müssen die Konstanten des 
allgemeinen Integrals so bestimmt werden, daß auch die Grenz- 
bedingnngen befriedigt werden. Statt der Integrale sin nt and 
coant kann auch gleich das allgemeine Integral in der Form 

u»- sin («( + *) oder tsoB(nt + e) 
(vgl. Nr. 36) benutzt werden. 

49. Eigensohwingangen des tiai-tteien Stabes. 

L Fall. Frei-freier Stab. An beiden Enden (bei z — und 
X — t) muB sein 

(31) £j-0 .nd gj-0. 

Die genannten Differentialquotienten sind allgemein gleich v^ 
multipliziert mit den folgenden Werten 



[-Slsin'^-Sco8"p+IISin"ji+3)(Eo("]^ 



(32) 

Hierin x —^ gesetzt gibt 

(32.) (li^)„.-[-«' + l5]?^-0> 

also 
^ (7=2t and 2) = S8, wenn »i>0 ist, 
so daß nmimebr wird 
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(33) .M-8l(uii^ + ®tn'^+i8(co.K^.u„(!L?), 

also übereinstimmend mit der Bayleighschen Form (30b), wenn 
darin B' — D' = gesetzt wird. 

Für das Ende bei a; = i erhält man die beiden Grenzbedin- 
gungen, aus denen m und der Quotient 99 : 31 bestimmt werden: 

((S'') -[«l(-«i««.+®i«».)+8(-co»m+(S»[».)]|;'-0 
(32b) \. „/■-' 

Hieraas folgt, wenn m ^ ist, der Qaotient 39 : ü 
Sin m — Bin m , « gpjm 



/„ . ■, «> win 7» — »mm , 

(ä*) a — s.|- -»<■■. "'' a — 6i.M + .i.. - 

also durch Gleichsetzen beider Ausdrucke die transzendente Be- 
stimmungagleicbung fBr m 

(35) (Sof »i — cos m)' = ®in' m — sin* m. 
Diese geht wegen der Beziehungen 

Gop m — ©in^ m — 1, cos' m -|- sin* m = 1 
über in 
(35a) 1-Cosmeofm — 0. 

Die Wurzeln m dieser transzendenten Gleichung hat Lord 
Rajieigh berechnet in der Form^) 

(36) ».,-}(2j + l)«-(-l)'ft (,-.i,......| 

Die Größe ßf nimmt mit wachsender Ordnungszahl i sehr schnell 

ab, so daß von t = 6 an ^ erst in der 7. Dezimale geltende Zif- 
fern besitzt und m fast genau ein ungerades Vielfaches von -„- ist. 
Bis auf 7 Einheiten der 4. Dezimale gilt das schon für i — 2. 

1) Lord Eayleigh, Theory of Sound 3. Aufl. I. 8. 279. 8. auch 
Jahnke-Emde, Funktionen tafeln S. 3. Der Index k, der hier in 
Obereinetimmnng mit W. Ritz (Ann. d. Phyaik (4) 28. (1909)). S. 752ff. 
gewählt ist, ist um eine Einheit hoher ola der von Rayleigh be- 
nutzte (z, B. ist m, in dieser Zählung identisch mit dem tn, von 
Bajleigh, ^, mit ß. usw.). Dies geschiebt, um die Reibe der „8tab- 
normalfunktionen" e'*' durch die beiden Funktionen i['^' und v^' vervoll- 
etändigen zu können, die bei Entwicklungen nach diesen Funktionen 
hinzugefügt werden mflssen. 
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Statt der Ray leigh sehen nehmen wir hier die Form 
(3Ga) «1^ = 1(2*— !)« + (— l)*(Jt «=ö,i,j,M-) 

Das k dieser Formel entspricht t -|- 1 der Rayleighschen 



Formel. FQr fc — und ft — 1, d. h. i 

ßo = ßi=ii und ffl. = 



- 1 ond 1 = wird 



»ii — 0. 



Tabelle 9 enthält die Zahlenwerte der ersten acht Warsein m^ 
(and der Grdfien ß^ nach der Bezeichnang von (36 a). 

Tabelle 0. 
Wnizeln m der Gleichung 1 — cos »n 6tif m — O, EUgleich Wurzeln i» 

TOD Igf + tflf = UIldtg|-Kfl|-0. 



k 


mt 


it 


«t 



2 
4 
6 



^ + 0,01766- 4,73004 

y + 0/l0003-10a9S61 

51^ -17,27878 


1 
3 
S 
7 



^-0,00078- 7,86320 

Y- 0,00000 -14,13717 

~ -20,42036 












Gleichang (35a) UBt sich umformen in 

II — coSBiEofm 
-2oo.'jM'J(t«|+3:i!3(t8f-I|lf)-0 

Die Wurzeln dieser Oleichang zerfallen in zwei Gruppen, n 
lieh die Wurzeln der beiden Gleichungen 



(35 c) 



tgö+a:9ä 



tg2-3fl3 = 



Die erste Gmppe umfaßt die Werte m^ mit geradem Index k 
(einschließlich k = 0), die andre die Werte mit ungeradem k. Beide 
Gruppen alternieren In bezog auf die Größe der Wurzeln. Die 
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Faktoren coa* ^^ und Si)f*j in Gl. (S5b) geben keine Wurzeln, 
wenn man sie gleich Null setzt. Denn lof^ wird für keinen 
reellen Wert m zu Null, nnd coa— wird zwar fflr m=-7t, Sjt, 
5w ... zu Null; aber diese Werte sind keine Wurzeln von (36a), 
da 1 — cos m Soft» duroh Einsetzen derselben die von Null ver- 
scbiedenen Werte 1 + Eof w, 1 + Eof 3« uaw. erhält. 

Zu jedem Werte »i^ ergibt sich aus (34) ein Wert des Quo- 
tienten 39 : %, der aber verschiedene äafiere Form annehmen kann. 
Es ist also ^ durch 9 bestimmt^ 81 wird durch die willkürlich 
wBhlbare Energie der Schwingung bestimmt. Die Funktion ti^'', 
d.h. die Normalfunktion, welche hier die Form der Schwin- 
gungafigur des Stabes angibt, läßt sich daher in den beiden gleich- 
bedeutenden Formen hinschreiben, wobei die Konstante 31 ganz 
weggelassen ist, da man sie mit der wUlkUrlichen Amplitnden- 
konstante des ganzen IVoduktes ei"')-»''' rereinigen kann; 

..(■>-(Bin».-Sin™.)[oo.M+(j,['M] 
- (cos »., - Mm,) [sin M + Srn *-] , 

.,(•)- (to. ».,-&( I»,) [qo. M + M ^ 
+ (sin »», + ©in »»,) fsin -4- + ©in '^l ■ 



(37) 



Die einfach peDdelfSrmige (harmonische) &** Teilschwingang 
dieses Schwingangstypos wird mit diesem Werte i^"^ 

(38) t;j= ajtjW sin (n^t + 9^) = a^Vi,^'^^a(^ »et + »^ • 

Statt des Sinus kann man auch, mit entsprechender Än- 
derung der Fhasenkonstante 9^ den Kosinus setzen, a^ ist Ämpli- 
tudenkonstante, in der die oben weggelassene Konstante mit ent- 
halten ist. 

Die Partial Schwingungen zerfallen in zwei Gruppen, die eine 
mit geradem Index ft, die andere mit ungeradem Index. Die erste 
umfaßt diejenigen, bei welchen die Stabmitte ein Schwingungs- 
bauch, die zweite diejenigen, wo sie ein Knoten ist. Im ersten Fall 
sind die Nonnalliinktionen, bezogen auf die Stabmitte, gerade, im 
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zweiten Fall ungerade Punktionen. Die den Indexwerten ä = 
und ^ = 1 entsprechenden Schwingungen von unendlich kleiner 
Frequenz (m = O) sind eine einfache Translationabewegnng des 
Stabes parallel mit sich selbst (v^ = konst) und eine Drehung des 
Stabes ohne Deformation um eine durch die Stahmitte gehende, 
zur Stabachse senkrechte Achse, Vj = konst (x — -j. Diese beiden 
Funktionen mässen bei Entwicklungen uach den Stabnorm alf unk- 
tionen, die zur Befriedigung eines willkürlichen Anfangizustandes 
dienen, notwendig mit benutzt werden. 

Die zyklische Schwingungsfrequenz der k'*° Teilschwingung ist 

(39) «.-'^'i 

sie hängt durch m^, / und x vou den Stabdimensionen, durch 
c=y — Yon den Materialeigen ach aften des Stabes ab. Sie ist 
umgekehrt proportional dem Quadrat der Stabl&nge und direkt 
proportional dem Trfigheitsradius des Querschnitts. Ein Stab, des- 
sen Querschnitt mehrere Symmetrieebenen hat, kann also bei glei- 
cher Länge verschiedene Töne geben, je nachdem er parallel der 
einen oder anderen HaupttrSgheitsebene schwingt. Z. B. gibt ein 
Stab mit elliptischem Qjierschnitt, dessen große Halbachse hori- 
zontal steht wie in Fig. 29 einen höheren Ton, wenn er horizontal 
schwingt, einen tieferen, wenn er vertikal schwingt. Dies ist von 
vornherein klar; denn im ersten Fall ist bei gleich starker 
KrflmmuDg die potentielle Energie infolge der größeren Stab- 
dicke parallel der Schwingungsriobtung größer als im zweiten 
Fall, daher auch die r&cktreibende Kraft und die Schwingnngs- 
frequenz. 

Dieselben Gleichungen wie für Stäbe mit massivem Quer- 
schnitt gelten fttr ringförmigen Querschnitt, d. h. für Bohre.') 
Bei gleidier äuBerer Umgrenzung des Querschnitts ist der TrSgheits- 
radius x um so größer, je dänner die Röbrenwand ist, weil dann 
relativ mehr Fläcbenteile weiter entfernt von der Drehungsachse 
liegen als bei dicker Wand. Deshalb sind die EigentSne d(lnn~ 
wandjger Röhren tiefer als diejenigen massiver Stäbe von gleichem 
äußeren Durchmesser. 



1} Vgl. z. B. W. Els&Bser, Über TranaversalachwlDgungen von 
BChien. Inaog.-Diaa. Marburg 1886, 
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BO. Fert-frater Stab. Ei^DichwiDgimgen 



50. E^enwshwingDiigen dei feat^featen Stabes. 11. Fall. 
Fest- fester Stab. An beiden Enden (bei iC-^O und a;™ l) muß sein 

(40) = und 1^ = 0. 

Diese Grenzbedingmigen ffir daa Ende bei x= auf Gl. (30a) 
angewandt ergeben analog den Entnick langen in Nr. 40, dafi 
© + 3)_0 und ä + S — also 3) = -B und 6: = — 91 sein 
muß, so daB 
(41) 

wird. Die Anwendnog auf das Ende bei x = 
flzendento Bestimmungsgleicbung (35a) 1- 
m und somit die Normalfunktion 



= St (sin ^ - ©in ^) + ffl (cos ' 



-BoC 



I gibt dieselbe tran- 
COsmSoftn — ftlr 



"> — (sin M»^ — ©in m^) foos^ — Sof ^j^l 

— (cos m^ — SoT m^) [sin — J- — ©in -|^J , 
(42) oder 

"> = (cos m, — Sof OTj) [cos -* Sof -|~1 

+ (sin «t^ + ©in m^) [sin - | ©in — pl ■ 

Die Bchwiogungsfreqaenzen n^ sind dieselben wie beim frei-freien 

Stab. 

Das Resultat kann direkt aus dem vorigen abgeleitet werden, 

indem man daselbst 5— i als neue Variable v", also tt—^ als ^ — 
dx' ' dx' ix 

bezeicbnet. Die Grenzbedingungeu (31) des frei-freien Stabes für 
die Variable v gehen damit in diejenigen des fest-festen Stabes 
für die Variable v" über; die Funktion v", die aus dem Werte v 
von Gl. (37) bzw. (38) durch zweimalige Differentiation nach x 
abgeleitet wird, befriedigt also diese Bedingungen und die Diffe- 
rentialgleichung (8a) bzw. (8b) des Problems und ist daher die 
gesuchte Lösung. Bis auf das hierbei gleichgültige Vorzeichen 
stimmt auch Gl. (42) mit dem durch zweimalige Differentiation 
nach X aus (37) zu erhaltenden Wert überein. 

Auch beim fest-festen Stab kann eine unendlich langsame 
Schwingung mit m — vorkommen, bei der der Stab sieh als Gan- 
zes ohne Deformation bewegt und die kein Interesse bietet. 
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61. EigensobwiDgttngeii Aem fest-freiNi Stabes. HI. Fall. 
Fest-freier und frei-fester Stab. Beide F&Ue sind ph^Bi- 
kalisch identisch, geben aber formal Terschiedene L9stitigeo, weil 
bei einem das Ende x — 0, beim andern das Ende X'^l fest ist. 

Es sei x — das feste, x = l das freie Ende. Die Grenz- 
bedingungen sind tut 

I IT = 0: V — und g^ — 0, 

U-l: ^-,-0 und i-^-O, 

Die GrpDzbedingnngen f&r z ■- verlangen wie im Fall II, daS 
im allgemeinen Integral (30a) 3) = — !© imd S = — Ä ist, so 
daB t;('' hier auch die Form (4l) wie im Fall 11 bat, d. b. 

(44) w<'>-a'(ain!5l£-Siii~)+»'(coa!!^-M"-)- 

Die Eonstanten K, 39 m sind hier jedoch mit %', fß', m' bezeich- 
net worden, um anzndenten, daß sie andere Werte als dort haben 
müssen. Aus den Grenzbedingungen füi x — l folgt hier nämlich 

(S"),_,-^'['''(-'-»'-^'»-"'' 

also, wenn m^O ist, 

, , »;_ ■inm' + Sinm' , co» m' -|- Ofot m ' 

^*''^ «' ~ oos m' + EDf m' " ''" sin m' - Sin m' ' 

woraus für m die transzendente Gleichung folgt 

(47) H-eosm'Sofffl' — 0. 
Ihre Wurzeln sind nach Lord Raylelgh 

(48) ».; = i(2it— 1)«— (— l)*a„ (ifc- 1,2,3...) 
Die GrSBe a^ nimmt mit wachsendem k sehr schnell ab; a^ ist 
schon nur etwa 1,4 -10"', und bereits oj ist nur 7,8-10"*. Die 
Werte »»/ sind daher auch nahezu ungerade Vielfache von -^ wie 
diejenigen von m^^ in 61. (36); fttr große A; gilt nahezu 



(45) 
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Die ersten sieben Werte von m^' sind in Tabelle 10 angegeben 

Tabelle lO. 

Wurzeln m der Gleichnng 1 -|- oos m (Eo| m — 0, zugleich Wurzeln m 

TOn tg^ + aifl--0 und tg--IItfl-^ = 0. 





m'i 


A 


■»'. 






1 
3 
5 
7 


1 + 1130431- 1,87610 
y + 0*)078- 7,86476 
^ + 0,00000-14,13717 
ääl -20,42036 


Y-(M)1830- M9410 
y-(MM003- 10,99554 
11^ -17J!787e 











Die Konnalfunktion v^"^ wird 

- («.. »; + &I ».') (.in ^ - Sin s^ 

— (sin m/ + ®in m^' ) (cos ^A — Hof ^— ) , 



(49) 






+ 
Ist « — da! 



(60) 



oder 



n twj' — Sin %') (sin — *— — ©in ^^ 

(cos «»; + M %') («08 ^ - M ^ ■ 
s freie, z— ■! das feste Stabende, so kehren 
sich die Grenzbedinguugen (43) um, die Normalfunktion t''' wird 

I (cos i»/ + (Jo( »»/) (sin^^ + Sin ^^^ 

■ (sin m/ 4- ©in Mtj') (oos^^ + Sof -'*,-] , 



;sin «.; - Sin «.,-) (sin ^*; ? + ©in '^ 
cos «.; + etpf m,') (cos ^ + gof '^) • 
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Sie ist auch durch zweimalige Differentiation nach x ans (49) zn 
erhalten nnd unterscheidet sich von jener nur durch die verän- 
derten Vorzeichen von ©in -— und Eof *j— . Die Gteicbnngen 
(46), (47) und (46) bleiben natOrlich bestehen. 

Sa. Andere Form der gonaaUankMonen. Überelnander- 
lagemng der Fsrtialaohwingangen und Beilienentwiaklnng 
nsoli ITormalfanktionen. Die drei genannten Fälle lassen sich 
auch in der Weise behandeln, daB man den Eoordinatenanfangs- 
punkt in die Stabmitte, die Stabenden also nach x — — ^ nnd 
I — -1- — verlegt.^) Dadurch werden die Foi-melu zuweilen ein- 
facher und übersichtlicher. Die Nornialfunktionen nehmen andere 
Form an, ebenso die Bestimmungsgleichungen für ffi. Man erh&lt 
t. B. für letztere im Fall I und II (frei-freier und fest-fester Stab), 
je nachdem in der Stabmitte ein Schwingungsbauch oder -Enoten 
Hegt, die Gleichungen 

(61) tg^-HSuf-O oder tgJ-Igf-Ö: 

Die erste entspricht Schwingungen, die zur Stabmitte symmetrisch 
sind, v^'"' ist dabei eine gerade Funktion; die zweite entspricht 

zur Stabmitte antisym metrischen Schwingungen, v^''' ist dabei eine 
ungerade Funktion. Beide lassen sich auf Öl. (3Öa) zniiück führen, 
so daB ihre Wurzeln, wie es ja auch sein muB, mit denen von 
(35 a) identisch werden. Im HI. Fall (fest-freier Stab) werden die 
Gleichungen 

(52) tgy-Etfl^-O und tgy + et9f = 0, 

und diese lassen sich auf (47) mit ihren Wurzeln zurück- 
führen. 

Für den frei-freien Stab werden die Nonnalfunktionen bei 
dieser Lage des Nullpunktes 
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(53») 



(63b) 



- + 1I 



«»ll 



L gilt .. 



aiitisymmetn9che(augerade)3cli wingnng fürt— 1,3,6. .. 
V" = S8co8^ + S ^eot"J- oder 



Ml 



„m* 



Bytnmetrische (gerade) Schwingung fiir^^— 0,2,4.. 



Die Wert« der m^ sind die in Tabelle 9 angegebenen. 

Wie man durch Ausführung der Integration über die Stab- 
ISnge erkennt, erfüllen diese Normalfunldionen and natflrlich auch 
die Normalfnulctioaen der Gl. (37), (42) usw. die OrthogonalitBts- 
bedingung. D. b. es wird 



(84) 



fv^v^dx = wenn A ^ ft, fv*^^ — <" 



Dieser Eoostanten kann noch ein beliebiger Wert beigelegt 
werden. Durch Festsetzung desselben ist der Wert der Amplituden- 
konstante Ä bezw. Ü8 in (53) bestimmt. Setzt man fest, daß die 
Konstante in dem Eweiten Integral von (54) den Wert f/2 haben 
soll, so werden die Konstanten 9 und SB zu 



(55) 



Sin-^ 



«•!? 



y« 



'y«»|■?^ 
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Die zngehSrigen apeziellen Kormalfimktioneii nehmen die ein- 
fache BjmmBtrisch gehante Form an; 




(56) 



Analoge Funktionen lassen sich fSr den fest-festen Stab aufstellen. 
Sie kOnnen auch direkt aus (56) durch zweimalige DifFerentialdon 
nach dem Argument —j- abgeleitet werden. 

Für die beiden kleinsten Werte von m(m^ — m^ = 0) sind die 
yormalfiinktionen Wg''' — konst und r,<'' = tonst,'- a;, denn nur 
diese beiden Funktionen be&iedigen fSr den Wert m — O die Glei- 
chungen (27) und (31) in Nr. 48 und 40, sowie auch die Ortho- 
gonalitätfibedingnngen (54). Sollen sie in der zweiten von diesen 
letzteren den Wert -^ ergeben, so mdssen sie die speziellen For- 
men haben 

(56.) ..''>-^/T. ..'-'-i^«, 

die als ErgKnzung zu (56) gehören. 

Die Teilscbwingungen kßnnen sich überein anderUgem, denn die 
Summe mehrerer Lösungen von der Form (38) in Nr. 40, die natflr- 
lich mit entsprechend geänderten Normalfunktionen fOr alle Fälle 
I bis m gilt, befriedigt die lineare Differentialgleichung (8b) und 
die Grenzbedingungen ebenso me eine einzige Lösung allein. Die 
Gestalt des Stabes während der Schwingungen hängt von Zahl 
und Art der beteiligten Teilschwingungen ab (Ordnungszahl m^, 
Amplitude a^ und Phasenkonstante 9^ in Gl. (38)). Durch ge- 
eignete Wahl der Werte dieser drei Größen läBt sich wa:lirschein- 
lich immer eine solche Beihe aus den t;^ bilden, daB der Wert t^"' 
dieser Beihe und der Wert ihres zeitlichen Differentialqnotienten 
-^ zu einer gegebenen Zeit — etwa zur Zeit * = — einem 



5y Google 



53. Normalfanktionen. B3> Schwingongsfigur des Stabes 133 

beliebig vorgegebeDen Zustand des Stabes zu dieser Zeit (Anfangs- 
zustand) gleich wird, indem «'"' die Lage, -gr- die Geschwiudig- 
keit eines jeden Stabpnnktes zu dieser Zeit darstellen. Diese 
beiden GrSßeu sind uatärlich Funktionen von x. 

Statt der trigonometrischen Funktionen sinus und cosinus 
treten bei dieser, der Fourierreihe analogen, Reihe die Normal- 
funktionen oder Eigenfunktionen v^ auf, die sich hier — beim 
schwingenden Stabe — aus den trigonometrischen und den Hj- 
perbelfunktionen sinus, cosinus, SinuS, Kofinuä zusammensetzen. 

Der mathematische Nachweis für die Möglichkeit, durch der- 
artige Beihenent Wicklungen mit anderen Normalfanktiou'en 
als sinus und cosinns allgemein beliebig vorgegebene Funktionen 
darzustellen, fehlt zurzeit noch; es ist aber aus physikalischen 
Gründen, wie sie z. B. aus dem ebenbehandelten Problem hervor- 
gehen, sehr wahrscheinlich, daß eine solche Entwicklung, von der 
die Fourierreihe nur einen Spezialfall bildet, immer möglich ist; 
in speziellen Fällen läfit sie sich ausführen, womit dann für die 
dabei benutzten Normal funktionen der Kacbweis erbracht ist, 

63. Die Sdi-wiiiKiingafignT des Stabes. Ziage der Kooten, 
BSaohe, Wendepunkte qbw. Die Gestalt des Stabes bei einer 
einfachen Teilschwingung erhält man ans der zugehörigen Normal- 
fanktion w^H Diese stellt als Funktion der Abszisse x die Kurve 
dar, welche die Stabachse zur Zeit t bildet. Diejenigen Werte x, 
fUr welche v^'^ Null wird, sind die Stellen der Knoten, die Werte 
X, für welche v^*^ = }&.'bx., also -j*-""0 wird, die Stellen der 
Schwingungsbänche. AuBerdem kommen noch in Betracht 
die Wendepunkte, wo i-^ = 0, und die Stellen stärkster 
Krümmung, wo -jV ein Maximum, also -j-^r —0 ist. 

Da die Stahkurve keine Sinuslinie ist wie die Saitenkurve 
im Fall einer einfachen Teilschwingnng (vgl. Nr. 24 ff.), so sind die 
Knotenabstönde ungleich grofi und die Bänche liegen nicht in der 
Mitte zwischen 7.wei Knoten. Ihre Lagen müssen in jedem Fall 
besonders berechnet werden. Um eine Vorstellung von der Gestalt 
der Kurve zu erhalten, mufi man die Ordinaten v^'^ für zahlreiche 
Werte von x berechnen. Dies ist besonders von Lord Kajleigh 
ausgeführt worden, der aach die Eesultate andrer Autoren benutzt 
und angibt. Die folgenden Tabellen sind teils ans der Theory 
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OTdnnsa*-] 
uUder 


Fr.,»™- 
puftmeter 


Fest-fc8t«t Stftb II 


W«nd,. 
pnnkt 


Krtm- 


Knoten 


Banch 


l-O 


».-0 














i-1 


",-0 


0.S 




— 


— 


1-2 


»,-4,7300 
K*-22,372) 


0,2242 
0,7758 


0.5 


(0) 
Q) 


0,5 


1-3 


»■.-7.8S32 
;<».'-6I,674) 


0,1321 

0,5 

0,8679 


0.3084 
0.6916 
1 


(0) 
0,5 

a) 


0,.. 
0,.. 


*-4 


»",-10,9956 
(m,'- 120,90) 


0.0944 
0,3658 
0,6442 
0.9056 


0.2200 

0,5 

0,7800 

1 


(0) 

0,3593 
0«407 

(1) 


0,., 
0* 
0,.. 


*-6 


■".-14,1372 
K'- 199,86) 


0,0735 

0,2768 

05 

0,7232 

0.9265 



0,. .. 

o,-... 

0.. ■■ 

0,.... 

1 


(0) 

0,2787 

0,6 

0,7213 

(1) 


0... 
0,.. 

0,.. 


1-6 


•".-17,2788 


O0601 
0,2285 
0,4091 
0,5909 
0,7735 
0,9399 








0,5 

0,.... 

0,.... 

1 


(Ol 

0.2281 
04091 
0.5909 
0,7719 

(1) 


0,-. 
0... 
0,6 

o,-, 

0,.. 






Knoten 


Bftoch 


Wendo- 
pnnkt 


Kiümmunga- 
punkt 


Pr.l.toier Bteb || 



68. Lage der Eaoten, Bäuche nsw. 



Ordnung«- Fiequeaz- 

Puti.1- ^ , 

■oIiwliignDg ""* 


Fest- freier Stab 1 
(fegtes Ende bei 0, freiee Ende bei 1) ] 


Knoten 


Bauch 


Wende- 
pnnlit 


mongn. 


j »i- 1,8761 
' K -3,6160) 





1 


1 





l_2 »',-4,6941 
W'- 22,035) 




0,7739 


0,476 

1 


0,2261 
1 



0,525 


™i= 7,8648 
*-3 

K -61.898) 




0,6001 

0,8679 


0,.-. 
0,... 

1 


0,1321 
0,4999 

1 




0,... 

0, .. 


K= 10,9955 
1-4 

(<- 120,90) 




0,3661 
0,6442 
0,9066 


0,... 

0, .. 
0, . 
1 


0,0944 
0,3558 
0.6439 

1 




0... 
0,... 
0,... 

0... 
0,... 
0,... 
0,... 


«;- 14.1372 

1-5 

(»;'- 199.86) 




0,2788 

0,6 

0.7232 

0.9265 


0,... 

0, .. 

0,... 

a... 

1 


0,0735 
0,2768 

ao 

a7212 

1 


<- 17,2788 
»-6 (»,('-298,66) 




0,2281 
0,4091 
0,5909 
0.7736 
0,9399 


0,... 
0,,.. 
0,... 
0,... 
0, ... 
1 


0,0601 
0,2264 
0,4091 
0,6909 
0,7719 
1 



0,... 

a.. 
o... 

0.,,. 
0,... 




Wendig 
pnnkt 


Kittm- 


Ifnoten 


Bauch 


Frei -fester Stab 1 
(freiee Ende bei 0, feste» Ende bei 1) | 
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B. Kap. Transyersalicli'wingangeii v 




of Sound 2. Aufl. entnom- 
men, teils aus den Berech- 
uusgen vonStrehlke'^)und 
von Seebeok'). 

Da die Normalfunktion 
des fest-festen Stabes nach 
Nr. 50 identisch ist mit dem 
zweiten Differentialquotien- 
ten deijenigen des frei-freien, 
und da sich diese Normal- 
funktionen nach viermaliger 
Differentiation immer toU- 
kommen reproduzieren, so 
ist offenbar, daß Knoten, 
Bäuche, Wendepunkte, 
Punkte stärkster Krüm- 
mung des frei -freien Sta- 



zusammenf allen mit 
denWendepuiikteii,Punk- 
ten stärkster Krfim- 



ote 



,Bä 



des gleich langen fest- 
festen Stabes bei gleicher Ordnungszahl Ä: und umgekehrt 

Genau das Gleiche gilt für dieselben Punkte des fest-freien 
und des frei-festen Stabes. Daraus folgt, daß hier die Knoten 
bezw. Bäuche genau dieselben Abstände Tom einen (etwa dem 
festen) Ende haben wie die Wendepunkte bezw. Punkte stärkster 
Krümmung vom anderen (also dem freien) Ende. Das ergibt sich dar- 
aus, daß der frei-feste Stab nur die Umkehrung des fest-freien ist. 

Die Lage der vier Ai-teu charakteristischer Punkte fär die 
Fälle I und II (frei-freier und fest-fester StabJ sind in Tabelle 11, 
für Fall III (frei-fester bezw. feat-freier Stab) in Tabelle 12 ent- 
halten, soweit sie überhaupt berechnet sind, und zwar bis zum 
5. Teilton (ft=5)'). Man sieht, daß die Knoten von Falll und III 

1) F. Strehlke, Poggendorffs Annalen d, Phya. u. Chem. 27, 
S. 506 n. 28, S. 612 (1833). 

2) A. Seebeck, ebenda 7S, 8. 442 (l8iS). 

3) Die im Handbuch der Physik Bd. II (Akustik) S. S34 ange- 
gebenen Zahlen für die Knoten des 4. und 6. Partialtones eines frei- 
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54. Drehb» gelagerter (gestatzter) E 



mit wacheonder Ordnungezabl immer mebr zaaammeof allen, d. h. 
der fest-freie Stab schwingt in den höheren TeÜacbwingnngen 
fast 80 wie ein frei-freier; die Befestigung des Endes stört nur 
die nächste Umgebung, 

Die Lage der charakteristischen Funkte und die genaue Ge- 
stalt des Stabes bei der Gmndschwingung ist in den Figuren 33 
und 34 dargestellt. Die Gestalt der Stäbe auch fär die Ober- 
Schwingungen zeigen die Figuren 36 und 36. 



Sflhwiagimgi- 




Flg.M. 

B4 Eigensohwingungen des beiderseits drehbar ge- 
lagerten (geatütBten) Stabes. Von den beiden noch äbr^n 
Fällen IV (beiderseits drehbar gelagerter oder gestützter 
(angestemmter) Stab) und V. (einerseits gestützter, andrerseits 
fest eingespannter Stab) gibt der erstere eine verhältnismäßig 
einfache Lösung. Die Greuzbedingnngen sind an beiden Enden 
(x=0 ond x=t) dieselben, und zwar muß sein für 



(57) 



p — und ^--. — 0. 



also 



Diese auf das Integral t>('> in Gl. (30a) angewandt ergeben 
für x = die Beding nngsgleichungen 

© + ■£=0 und — SB + 5) = 

SB = 3)==0, wenn m = m">0. 
Daher ergibt die weitere Anwendung auf das Ende X — l 

freien Stabes sind nicht ganz genau, wie es scheint. Die Zahlen fOi 
den zweiten nnd vorletiten Knoten gelten eigentlich für den fest- 
festen Stab, unterBcheiden aicb aber von den richtigen im Höchstfälle 
noch nicht um ein Prozent. 
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ä aiu m"+ e ©in m"— und — M sin t»"+ 5 ©in wt" =-= 0, 
also darch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen 

(58) ?lsin»i"=-0 und g@inM»"=0. 
Dies ist fUr m">0 nur zu erfüllen durch die Annahme 

(59) e-0 und m^"-k7t, (A= 1, 2, 3 . . .^. 
Daher wird hier die Normalfunktion einfach 

und die ganze LÖBung der Seh wingungagleichung [vgl. (38) und (39)] 

(61) t.i=9lsin^-sin(V+»t) = «si''*^sin(*— j'"i + #j), 

(ft=l, 2, 3...). 
Die Normalfonktion ist also dieselbe wie bei einer (beiderseits 
befestigten) Saite, daher auch die Lage der Knoten und Bftncbe. 
Die Wendepunkte bezw. Punkte stärkster Krümmung fallen zu- 
sammen mit den Knoten bezw. Bäuchen. Die Teilscbwingungen 
sind harmonisch wie bei der Saite, umfassen aber nicht alle 
Glieder, weil die Schwingungsfrequenzen mit dem Quadrat der 
Ordnungszahl k wachsen. Je nach der Art der Anregung können 
noch die eisen oder anderen von ihnen ausfallen, so daß der Klang 
eines solchen Stabes sehr obertonarm wird, jedenfalls aber nur 
sehr hohe Obertöne enthält. Der erate Oberton ist die Doppel- 
oktave, der zweite Oberton bereits gleich dem 9. harmonischen 
Teilton. 

Die TonbChe der Grundscbwingungen gleich langer beider- 
seits freier oder fest eingespannter und beiderseits drehbar gela- 
gerter Stäbe steht, wie aas (59) und Tabelle 11 folgt, im Ver- 
hältnis 

(62) OTj' : Ml"' •=" 22,372 : ji* = 22,372 : 9,8696 = 2,2668. 

BB, Exponentiell gedämpfte (laeraohwlngaiigen von 
Stäben. Die Differentialgleichung (8) in 'Sr. 44 läßt sich noch 
durch ein Glied ergänzen, welches einer hemmenden, Bewegung 
Temichtenden Kraft entspricht. Ein sehr einfacher Fall ergibt 
sich wieder, wenn man die hemmende Kraft der jeweiligen Ge- 
schwindigkeit der Stabteilchen proportional annimmt. Alan erhält 
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so exponentiell gedämpfte Sinusschwingungen statt der unge- 
. dämpften. Man kann das Glied bei der in Nr. 44 gegebenen Al> 
leitimg der Bewegungsgleicbung in Gl. (2) bezw. (2 a^ auf der 
rechten Seite zu der rOcktreibenden Scheningskraft hinzufügen 
in der Form 

(6S) -«"'«-aT 

nad erhält nach denselben Umformungen wie dort schließlich die 

Gleichung 

(61) Mg5-«s«'j||i,+£»»-g + .»|f-0 

oder mit Weglassung des zweiten, zu vemaclilässigenden Terms*) 

(64.) ■ n'^+.sf,+Eiy;^-o 

oder 

(64b) |^+"|f + «'«'£r°-». ^'-Ti 

ä ist der Dämpfungsfaktor (vgl. Bd. I, Nr. 31 ff.}, s ist die 
ümrißlinie eines Querschnitts, sdx also die Mantelfläche einer 
dünnen QuerBohnittsscheibe, a eine von der Form der Umrißlinie 
und der Natur des umgebenden Mediums abhängige Konstante. 
Die dämpfende Kraft hat ihren Sitz im wesentlichen an der Stab- 
oberflache, indem dort die angrenzenden Teile des umgebenden 
Mediums in Bewegung gesetzt werden müssen. Dazu muß auf sie 
eine vom schwingenden Stab ausgehende Kraft ausgeübt werden, 
welcher als Reaktion die gleich große entgegengesetzt gerichtete 
dämpfende Kraft entspricht. Da die auf die Umgebung übertragene 
Energie im Verlaufe einer ganzen Scbwingungsperiode nur zum 
Teil wieder auf den Stab zurückkehrt, zum Teil aber als Schall- 
energie in Wellenform (Schallstrahlung) nach außen wegwandert, so' 
findet Energiezerstreuung, also Dämpfung der Stabbewegung statt. 
Der Aiisatz (63) für die hemmende Kraft ist vielleicht zu 
speziell, um die Erscheinung im einzelnen richtig darzustellen, 
doch ergibt sich daraus jedenfalls ein annähernd richtiges Gesamt- 
bild. Die dämpfende Kraft ist danach als äußere auf die Mantel- 
fiäche des Stabes wirkende Kraft gedacht. Dämpfende Kräfte 
infolge innerer Beibung im' Stabe selbst sind vemachläsigt. Das 

1) Vgl. Nr. 45. 
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scheint erlaubt; denn Verflache mit mossiTett und bohlen Stäben 
(Röhren), sowie FarallelverBuche im Vakuum zeigen den flherwie- 
genden Einfluß der Strahlnngsd&mpfnng. 

Die Integration der (ileichung (64a) bezw. (64b) gelingt 
leicht durch Zerapaltung nach dem Schema von Nr. 48. Man setzt 
1/ z^ iiW . fjffl und erhält schließlich die beiden gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 

(65) '^' + 2*^ + «V')-0, 

(66) S"-"-«"!'"'''"'^' 
mit den Lösungen 

(G7) vW = Pe-*'sin (vt + »), (v = V«»— T») 

(68) !.<'' = 8t sin^ + 83 cos Y + S®'n^ + ®®ofT-*. 



Die Normalfunktion V^''\ also auch die Schwingungsfigur dea 
Stabes ist dieselbe. Der Unterschied gegen die ungedämpften 8tab- 
BChwingungen besteht außer in dem Abklingen der Schwingun- 
gen nur darin, daß die Frequenz v sich etwas von derjenigen der 
nngedämpften , n, unterscheidet. Dieser Unterschied ist aber bei 
allen akustisch in Betracht kommenden Dämpfungsgraden nn- 
merkliob. Vgl. dazn die Tabelle 10 in Bd. I. 
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III. Abschnitt. 

Theorie der von zwei Eaumkoordinaten 

abhängigen Schwingungen. 
Eigen »chwingnngen Ton Membranen und Platten. 

6. Kapitel. 

Eigenschwingangen von Membranen. 
66. DifferentialgleiohTmgen der Eigenschwingungen von 
Uembranen. Soh.'wiDgungaenergie. Membranen habeu akustisch 

deBhalb Interesse, weil sie zur Aufnahme und Begistrienuig 70ii 
Tonwellen dienen. Dazu ist es nötig, die möglichen Schwill gungs- 
formen und Eigen froquenzen der Membranen zu kennen. 

Eine Membran ist der ideale Grenzfall einer unendlich dännen 
Platte, bei der wegen der verschwindend geringen Dicke die natür- 
liche Steifigkeit keine Bolle mehr spielt. In einer idealen Merabran 
fehlen daher die SchemngskiUfte (Schnbspanaungen). Widerstand 
gegen Formänderungen (seitliche Verbiegnngen) tritt nur auf, wenn 
mit der Pormänderung eine Vergrößerung der FlSohe verbunden 
ist, und zwar infolge der dabei entstehenden oder größer werden- 
den elastischen Spannung. Nur eine im natürlichen Znstand be- 
reits gespannte Membran ist schwingnngsf&hig (ebene. Über einen 
Ring gespannte Membran bei der Trommel, kugelförmig gespannte 
Membran bei Seifenblasen, Luftballons usw.). 

Die Spannung (Normaldruck) Mit überall in die Tangential- 
ebene der Membran; bei einer allseitig gleichmH£ig gespannten 
Membran ist sie nach aUen Eichtungen um jeden Punkt der Mem- 
bran herum gleich groß. Es können aber auch nach verschiedenen 
Bichtongen hin ungleich gespannte Membranen vorkommen. Ein 
Beispiel dafBr ist eine zwischen zwei parallelen Leisten befestigte 
Membran, bei der man die Spannung senkrecht zu den Leisten 
durch Nähern oder Entfernen derselben beliebig ändern kann, oder 
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der ähnliche von Helmholtz*^) behandelte Fall einer, ein sehr 
spitzes Dreieck bildenden Membran, bei der dasselbe durch Aus- 
einanderbiegen der Eandleisten erreicht wird. Hier sollen nur 
gleichförmig gespannte Membranen berücksichtigt werden. 

Wird eine gleichförmig gespannte Membran irgendwo durch 
einen kurzen Schnitt aufgeschnitten, so streben die Schnittränder 
auseinander, ohne daß seitliche Verschiebungen eintreten, ein Be- 
weis daför, daß die Spannung in der Memhranfläche immer senk- 
recht auf jedes Linienelement ds wirkt, das man irgendwo auf 
der Membran als Stück irgend einer Enrve konstruiert. Tn der nn- 
verletzten Membran wird diesen auseinanderziehenden Spannungs- 
kräften von deqjenigen Kräften das Gleichgewicht gelwlten, die 
von dem jenseits der Schnittlinie liegenden Membranteil ausgehen. 

Die gespannte Membran sei im Kuhezustand eben und falle 
dabei mit der a;y-Ebene zusammen. Die gleichförmige, überall 
gleiche Spannung sei p. Die Verschiebung der Memhranpunkte, 
die in der darauf senkrechten s-Bichtung erfolgt, sei als unendlich 
klein anzusehen. Dann kann man ganz wie bei den Bewegungen 
der Saite (vgl. Nr. 18) annehmen, daß jeder Punkt sich nur in der 
e-Richtung bewegt, seine x- und y-Koordiiiateii also dauernd be- 
halt. Die tatsächlich vorhandene seitliche Verschiebung auch in 
der x- und (/-Richtung wird vernachlässigt, da sie von höherer 
Ordnung klein ist. 

Ein Flachenelement d/"— dxdif am Punkte P der ebenen Mem- 
bran vergrößert sich bei der Ausbiegung zu df ^^ df: cos«, wo- 
bei a der Neigungswinkel der Tangentialebene im Punkte P', dem 
neuen Orte von P, ist. Da aber a klein von der ersten Ordnung 
sein soll, so ist cos « bis auf quadratische Glieder gleich Eins nnd 
mit gleicher Annäherung df' — df. 

Das um die Strecke w in der 2-Bichtung aasgebogene Fl&chen- 
element dxdy wird mit der Kraft 

zurückgezogen. Diese ergibt sich analog der rücktreibenden Kraft 
bei der Saite (vgl. Kr. 18). Auf die Begrenzungalinien dx und dy 
des Flächenelementes df~dxdy, nnd damit auf dos Flächenele- 
ment selbst, wirken folgende Kräfte (Fig. 37). Auf die vordere 

1) H. V. Helmhoitz: Tonempfindungen, Beilage XI. 
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66. Differentialgleichnniif. SchwinguDgseneigie 

EftDt« dx wirkt die Kraft pdx nacli 
vorn, auf die hintere Kante die Kraft 
pdx nach hinten; analog auf die linke 
Kante dt/ die Kraft pdy nach links, 
auf die rechte Kante pd^ nach rechts. 
Diese Kräfte liegen überall in der Tan- 
gentialebene an dem betreffenden Punkt. 
Die .(-Komponenten der Ki^fte sind 
also, da Kräfte, die in der positiven 
Koordinatenrichtung wirken, positives """' "^"'"Bbrne"' 
Voneichen bekommen und umgekehrt, 
an der vorderen Kante dx — pdx(^\ , 

an der hinteren Kante dx 

^'"(S?l«,-'"''(äf)+*'"8|(lf)/!'' 
an der linken Kante dy —pdi/lK-f , 

an der rechten Kante dtf 



=pds{-. 



\ +Päl/! 



x\dx}^ 



dx. 



Die Summe dieser KrBfte, bei der also Glieder höherer als 
erster Ordnung vemachlftssigt werden, indem man die obigen 
Taylorschen Beihenentwicklungen beim ersten Gliede abbricht, 
ergibt den Ausdruck (l) för fi!,. 

Indem man andererseits das Produkt aus Masse des Membran- 
elementes ^'dxdy mal Beschleunigung -^77 bildet und jener Kraft 
gleichsetzt (2. Kewtonaches Gesetz), folgt die Differentialgleichung 
der Bewegung 

(2) ^'dxdy jf -pdxäy {^, + -j^) 

oder anders geschrieben 



(3a) 



ei' 



-ifll 






1) Aw ist der von Lama eingeführte „zweite Differentialpata- 
meter" von w, der in rechtwinkligen kartesiachen Koordinaten voll- 
etjlndig, d. h. wenn u> von allen drei Koordinaten abhängt, lautet 
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E3 ist p die überall gleiche, immer in der Tangen tialebeDe der 
Uembran wirkende Spannung, p' die Masse der FlBcbeneinheit 

(Fl Sehen dichte) der Membran, c^^T/'SeinederSch&Ugesebwindig-- 

teit c =1/ bei Saiten (und Gassäulen) entsprechende Eonstante. 

Diese Gleichung ist zu integrieren unter der Bedingung (Rand- 
bedingung), daß längs der Umgrenzung der Membran überall w=0 
sain soll, da die Membran notwendigerweise am Bande fest ein- 
gespannt Bein muß. 

Die kinetische Energie eines Membranelementes dxdy ist 

(S) iP-i(-<i.dj,(|f)', 

diejenige der ganzen Membran also 

(4) U-\Jß-i^^)'ä,äy, 

integriert über die ganxe Fläche der Membran. 

Die potentielle Energie ist gleich der Arbeit, welche bei 
der Dehnung der Membran von den Eräfteu geleistet werden mufi. 
Diese Ist gleich der Vergrößerung der Membran Oberfläche, mul- 
tipliziert mit der Spannung p. Die Vergrößerung eines Flächen- 
elementes df= dxäy der ebenen Membran bei Verschiebung seines 
Mittelpunktes um eine Strecke tr in der ir-Ricbtung ist nacb der 
bekannten Formel^) fär die Berechnung der Größe von krummen . 
Flächen zu bestimmen. Sieht man n&mlicb wie früher davon ab, 
daß die Memhranpunkte außer der senkrechten Verschiebung w 
auch horizontale u und t; erfahren, die aber von höherer Ordnung 
klein sind, so erhält man, da hier ^ und k- klein sind gegen 1, 

Also wird die potentielle Energie eines Flächenelementes 
dxdif 

der ganzen Membran 

1) Vgl. Lehrbücher der Integralrechnung. 
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(') ^-^//'[(l-:)'+a']-^- 

integriert über die ganze Membran. Aus diesen Ausdrucken für U 
uod V läßt sich, etwa mittels des Prinzips der Yirtnellen Geschwin- 
d^keiten, die Bewegungsgleichung (2) ableiten. 

Die Integration der Differentialgleichung (2 a) gelingt leicht 
bei gewiBsen einfachen Formen der Begrenz ungslinie (Randkurre) 
der Membran; Eolche sind die rechteckige (speziell die quadra- 
tische) und die kreisförmige, wozu auch die Begrenzung durch 
zwei konzentrische Kreise, also die ringförmige Membran gehört, 
sowie der Bing- und Kreissektor, der aus diesen durch zwei 
Eadien ausgeschnitten wird; femer dae gleichseitige Dreieck, das 
gleichschenklig rechtwinklige und das rechtwinklige Dreieck mit 
einem Wbket von 30°.') Fartiknlarlösungen erhält mau hier wie 
bei der 8aite und dem Stab durch Zerspaltung der Funktion w 
in einen nur Ton der Zeit t und einen nur vom Orte {x, y) abhan- 
gigen Faktor. Der erstere ergibt sich wieder als Sinus- bezw. Ko- 
sinnsfunktion, d. h. sinnt oder cosnf. Der übrigbleibende Faktor 
tvt'^'V) maB die Differentialgleichung der Normalfunktionen der Mem- 
bran befriedigen 

(8) ..(?-'|^7- + ?^J^") + »'"<-" = 0. 

S7. Beohteokige Uembran. FartialBOhwingmigen und 
allgemelnete Form der EigenBchwingUDgen. Rechteckige 
Membran. Die lange Seite sei a, die kurze h; a sei parallel der 
iT- Achse, h parallel der y- Achse, ein Eckpunkt sei der Koordinaten- 
ursprung a; = 0, g — 0. Brauchbare Partikularlösungen von (8) 

sind Produkte tou der Form sin sin —r^, so daß man als 

Parti kularldsungen w der Gleichung (2 a) erhält 

!. hxx . kpo . . , 

w^j ^ sm Bin -^ sin w^^t und 
. hnx . hnu , U=i.»..J 

w.i = sm sin — j~ cos n.J. 



1) VgL z. B. F. PockeU, Über die partielle Differentialgleichung 
AtJ-i-ft'« — 0. Leipzig (Tenbnerj 1901. S. 67ff, In neueßtet Zeit 
ist die Integration tcd E. Beinatein nach dorn Ritzschen Verfahren 
auch fOr die elliptische Membran auegefühit worden (Annalen der 
Phjflik (4) SB (1911), 8. 109). 
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also als allgemeine Lösung die Partialschwingang 

, . , . , , 1 " .\ ■ **« . k«y 
tr„ = (A^^ Bin ttf^^t + A^i, cos n^^t) sm sin -^ 

. . , , , a. \ ■ ''*'= - *«y 
= ^jt8iii(»jj/ + #jj)sin sm— T- ■ 

Die Geschwindigkeit der Teilchen wird 



(10) 



■ ~:- ^^n^JA. t cos n^J — A^t sinn.LClsiti -sm— ; — 

= «i(Jj4Cos(^nj^( + öjjsin — -sm— v^, 
wobei n^t bestimmt wird dnroh 

(12) »„■-c»'(^;+l5- 

Diese letzte Beziehung erhält man leicht als notwendige und 
hinreichende Bedingung, indem man versuchsweise für w'*''' das 
Produkt sin sin — r^ in Gl. (8) einsetzt. 

Als allgemeinste Lösung ergibt sich hieraus durch Übereinander- 
lagerung der Partialschwingungen 



w-^2j2j f^" '•°''**' + ^" C08«,,() sm -^ sm -^ 
= 2i2i <^^" ^'° ("** + ^*') sm -^ sm - ^- 

a 

Die Lösung (13) ist wirklich die allgemeinste Lösung, denn 
sie l&ßt sich jedem beliebigen Änfangszustand anpassen, bei dem 
Ausbiegung to und Geschwindigkeit -~t ^^ «? der Membranteilchen 
beliebig gegebene Werte haben. Setzt man nämlich in (13) nnd 
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(14) f^O, so erhält man i-echts Reihen, deren Glieder Produkte 
von zwei Sinusfunktionen aind, die oach ganz^ahligen Vielfachen 
des Argumentes x bzw. y fortschreiten, nämlich 



(16) 






Es ist w^""^ gescbriebeu, nm anzadeutea, daß diese Größe nicht 
mehr von t abh&ngt, indem t dabei den konstanten Wert hat. 
Die KoefSrienten Ä.,! und j4,i" sind bestimmt darch 



(16) 



I .a.i = — -i- f I [-',-.--] sm — sin -' dxdv. 



Für ein konstant gehaltenes y, d. b. für einen nnendlicb schma- 
len Streifen der Uembran parallel der a-Kante werden beide 
Reihen (15) Fouriersche Sinusreihen, die in dem Intervall x^ 
bis x = a die links stehenden Größen als Funktionen von x dar- 
stellen. Mau erkennt dies, wenn man Gl. (15) bezttglich der x 
nicht als Summenformel sondern aufgelöst als Reihe hinschreibt: 



(15.) 
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und die analoge Beihe für (- -- — j , Diese Reihe hat die Form 

(17) ,..(•.)_„." an ^ + V.in?I2+...+a,-,in!^ + ... 

wobei die Koeffizienten a^", die Summen ^ in (15 a), von y ab- 
hängen, also bei konstant gehaltenem y selbst konstaiit sind. 

Sie sind durch Wg''''' eindeutig als Funktionen von y bestimmt, 
denn sie haben die Werte (Tgl. Bd. I, Nr. lO) 

(18) o," = l / V'l Bin'^dx = l L,^'>) sin '^ dx. 

Die Funktion Wp'''' ist nur auf der Fläche der Membran d. h, 
also als Funktion von x nur im Intervall von x^O bis x = + a 
gegeben, sie muB aber als ungerade Funktion über x^Ohisx^ — a 
fortgesetzt gedacht werden, damit sie durch eine Fourierreihe 
dargestellt werden kann, die nur Sinusglieder enthält, wie es zur 
Brfüllnng der Grenzbedingungen durch das Integral der Bewegnngs- 
gleichung nStig ist. Daher kommt in (l 8) als untere Grenze — a 
hinein. Da aber h'o'''''' sin als Produkt zweier ungerader Funk- 
tionen eine gerade Funktion ist, so kann man die paarweise 
gleichen Glieder, die zu gleichen Absolutwerten x gehören, zusam- 
menfassen und bekommt dann die zweite Form von (l8) mit 
als unterer Grenze und dem Faktor 2. 

Die Eeihe auf der rechten Seite von (17) ist also zweifellos 
eine richtige Darstellung der Funktionen Wg'^^' auf der ganzen 
Fläche der Membran, d. h. für alle Werte x zwischen und «, 
alle Werte y zwischen und b, wenn 1*0*'''' iu diesem Gebiet will- 
kürlich gegeben ist. Aus physikalischen Gründen muB übrigens 
Wj''"' eine stetige Punktion sein. 

Die nur von y abhängigen Koeffizienten öj" (und a^) können 
nun im Intervall bis & durch eine einfache nach Vielfachen des 
Argumentes -^ fortschreitende Fouri ersehe Sinusreibe dargestellt 
werden, da die Größen a/' an den Grenzen y = und y = & offen- 
bar Null ^nd — weil Wg'''* daselbst Null ist ■ — und daher Über 
y=0 hinaus bis y = — b als. ungerade Funktion fortgesetzt ge- 
dacht werden können. Dabei ergibt sich dann für diese Koef- 
fizienten die Darstellung 
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(19) a,"-A^,"An^ + A^';«„'-^+- + A^,m,'^+-, 
wobei die EoefSzienten ^/^ dieser neaen Reihe die Werte habea 

(20) Ä,,' - lß~ m 5j? .ij, - Ifa.-m,"^' d,, 

y=-fc » = 

was durch Einsetzen dea Wertes von a^" aus (18) sofort die Aub- 
dröcke Ton GL (16) ergibt, auch den für ^^^', da die Reihenent- 
wicklung für die willkürlich gegebene Anfangsgeschwindigkeit 
( - j ganz analog zu bebandeln ist. Derartige Reihen mit Pro- 
dukten TOB zwei Funktionen, deren jede nur tou einer Yariabeln 
abhängt, erhält mau zur Darstellung eines willbOrlichen Anf&ngg- 
znstandes auch bei andrer Form der Randkorve, z. B. bei Krels- 
fonn (vgl. Kr. Ö9fF.); doch treten dabei statt der Ereisfnnktiouen 
Sinus bzw. Kosinus andre Funktionen (Bessolsche usw.) auf. 

Bei rSumlichen Problemen (z. B. Schwingungen von eii^o- 
schlossenen Gasmasaen usw.) ergeben sich B«ihen mit Produkten 
aus drei Faktoren. 

Die zyklische oder KreiaErequenz einer P&rtialschwingnng ist 
durch n^^ mittels Ol. (13) bestbnmt; die Frequenz In der Zeit- 
einheit (l Sekunde) ist also 

(21) '^^.--ü-'iVi^f.- (;::;:;:) 

Durch Einsetzen aller möglichen Kombinationen von ganz- 
zahligen Werten h und h erhält man alle überhaupt möglichen 
Frequenzen und die zugehörigen Schwingungstypen der Membran. 

Sind a und h inkommensurabel, so gibt Vertauschung der Werte 
von h und h {i. B. einmal A = 2, A: = 3, das andremal ft = 3, A — 2) 
immer verschiedene Frequenzen, d. h. zu jeder Frequenz gehOrt 
nur ein einziges Wertepaar A, k und ein einziger Schwingungs- 
typ der Membran. Stehen aber a and b in rationalen Verhält- 
nissen zueinander, so kommen Falte vor, bei denen eine Vertau- 
schung von Ä und it die gleiche Frequenz liefert, während der 
Typus der Schwingungsform ein andrer wird. Von Belang Ist dies 
aber nur, wenn das rationiJe Verhältnis a : b durch kleine ganze 
Zahlen ausgedrückt wird. Besonderes Interesse bietet die qua- 
dratische Membran dar, wo a:& = l:l ist. 



5y Google 



6. Kap. EigenBcbwingnngeu von Hembraoeti 

Quadratische Hembran. FrequetiEen und Sohwin- 
II der FartiaLsohwlngiuigen. Wir teilen die Schwin- 
gimgen in Reihen ein, indem wir in jeder Reihe h konstant setzen 
und h alle mfiglichen ganzzahligen Werte von 1 bis co beilegen. 
Dabei brauchen die Schwingungen mit gleichen Werten der Ord- 
nungszahlen h und £, aber in anderer Anordnung (z. B. A = 2, 
h=^Z und fe"3, %-«2), nur einmal behandelt zu werden, weil 
sie dieselbe Frequenz haben und die eine Schwingungsfigtir ein- 
fach durch Drehung der Membran um 90° aus der anderen her- 
vorgeht. Wir Fassen diese Fälle deshalb gleich zusammen. Durch 
Übereinanderlagerung dieser beiden isochronen, aber in der Form 
verschiedenen Typen orhäU man eine unendliche Menge neuer be- 
stimmter Schwingungstjpen, die je nach dem Amplituden verhftltnis 
und der Phasendifferenz der Komponenten verschieden ausfallen. 
Fttr alle Schwingungen ist die Frequenz in der Sekunde 

(22) JTij = ^ yh* + fc», 

1. R«ih«: /i-=l; A;— 1, 3, 3... 

I) Grundschwingung A^-fc-^l. 
Die Partikularlösungen (9) in Nr. B7 geben die Schwiugunggform 
der Membran (Lage der Enotenlinien, GrSBe der Ausweichung usw.), 
wie es sein muB, übereinstimmend, wenn man den Zeitfaktor durch 
geeignete Wahl der Zeit ( gleich groß macht, z. B. gleich Eins, 
indem ' = g— bzw. ( = gesetzt wird. Die Lage der Knoten- 
liuien (Schwingungsflgnr) ist natOrlich von dem jeweiligen Werte 
des Zeitfaktors ganz unabhängig, sie wird allein durch die Nor- 
malfunktion w^^'^'i bestimmt, die- hier für a = 6 übergeht in die 
Form 

(23) ,.,l.«_.i.*^%m^». 
Für A = fc= 1 ergibt dies die Normalfunktion 

(24) Wj^it"')=sin'^sin^, 

d. h. w wird nur an den Bändern x = a, y = a dauernd Null, im 
Innern sind keine Enotenlinien oder Punkte vorhanden. Die maxi- 
male Ausbiegung liegt im Mittelpunkt des Quadrates. Die Aua- 
biegung hat an allen Funkten dasselbe Vorzeichen. Die Fre- 
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68. Quadrfttisolie Hembian. Frequenzen n. SchwingnngsfigDien 151 
qaenz ist 

Obersohwingungen. 

na)Ä=l, fc = 2 nud IIb) A = 2, ft— 1. 

(26) Frequens 2^,, = ^,^ = "^^= l,58I7f„. 
Die Normalfiiaktioneti sind 

(27) IIa) w„l'»>^Bin'^8in^, und 

IIb) w,il'i'l = sin^sin^- 

Tjpus IIa) bat außer den Bandliniea die randparallele Mittellinie 
y — -X-, Typus Hb) die Mittellinie X^-^ als Knotenlinie. In Fi- 
gur 38 sind dies die F&Ile J5 = (Ha) und B — ±co (IIb). 
Durch Überein ander lagemng beider Schwingungstypen entsteht 
der allgemeine Typus U), nämlich 

(28) iv ^ AjiSin {nt + #j,) sin*'' sin ^ 

+ ^, sin (k f -f- Ogi) sin ^ Bin ^ 
oder umgeformt 
(28 a) w = 2 sin ~ sin ^ [j,, sin {nt + 0,g) cos ^ 

+ A^^sia (»(+#„) cos —1 - 

Also ist hier ir = 0, wenn einer der drei von x nnd i/ abhängigen 
Faktoren in (28 a) Null wird. Die beiden ersten gehen nur die 
Bandlinien als Knotenlinien. Der letzte Faktor in der eckigen 
Eliumner ist im allgemeinen noch von t abhängig. Die durch ihn 
bestimmte Knotenlinie liegt daher nicht fest, sondern wandert im 
allgemeinen hin und her. Nur in besonderen Fällen ergibt sich 
eine feste Lage. Das sind erstens die beiden Fälle A^^ = und 
A-^^ = 0, welche nichts anderes als die soeben behandelten Typen 
IIa) und nb) sind, und zweitens die Fälle, in denen sich noch 
der Zeitfaktor aus dem Klammerausdruck abspalten läßt. Das ge- 
schieht, wenn Oj, = &ij oder &^ = #j, + w ist, d. h. wenn beide 

KaUtine: Akoatik IL 11 
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152 6. Kkp. Eigen geh wingimgea von Merobranen 

Komponenten gleiche oder entgegengesetzte Phase haben. Im Fall 
gleicher Phasen ist die Gleichung der Knotenlinien 

(29) ^,003^ + ^1 cos ^"^ = 0, 
bei entgegengesetzten Phasen ist sie 

(30) J„ cos -^ — J^ cos ** - 0. 

Diese beiden transzendenten Gleichungen lassen sieb in die eine 
zusamm enf asaen 

(31) cos'^ + BcosY-O. ("=3^) 

wobei B alle Werte zwischen — cxi und -|- oc annehmen kann; 
positive Werte B entsprechen gleichen Phasen [Gleichung (29)], 
DCgatire Werte entgegengesetzten Phasen [Gleichung (30)] der 
Komponenten. Nur diejenigen Wurzeln x und y der Gleichung (31) 
kommen hier in Betracht, welche zwischen und + a liegen. Für 

B 1 d.h. ^,j + -i,i — und B = + l d.h. A^j^A„=0 

ergeben sich daher als Knotenlinien die Diagonalen des Quadrates 
y "— X und y = o — x. Für if := und B =— oo erhält man witder 
die Randparallelen y = "ö" i""i ^~~^ ■ ^"^ moderen Werten er- 
hält man Kurven, die sich zwischen diese extremen Fälle einordnen 
und die sämtlich durch den Mittelpunkt des Quadrates 
hindurchgehen, da nach (31) für iC = Y immer auchy = — 
sein muQ. Die Figuren 38 zeigen die Lage der KnoteDlluien in 
den angegebenen Fällen. 

In dem allgemeinen Falle beliebiger Pbasendiffereuz nehmen 
die Knotenlinien offenbar nacheinander verschiedene der hier skiz- 
zierten Formen und gewisse zwischen ihnen gelegene Übergangs- 



formen an, da alsdann der Wert von B, der g 



n(*H + ».i) 



zu setzen ist, mit der Zeit variiert. 

HIa)A = l, fc=3 und IIIb)A = 3, fc-1 

(32) Frequenz N^^ = W„ = ^^ = 2,236 J^n . 
Normalfunktionen 

(33) «-..«'ri^sin'^sin^-^ und ,V^.) ^ sin ' '^^in '-? ■ 
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Enlg»g«nsMeti(e Fhutn 



B- 


-» 




S.-s 




B=-l 




B=-i 




B.« 








/ 








-^ 









A,t = A,j ^, = 2^,, 



Die Knotenlinien dieser beiden Typen sind die Randparallelen 
y = -r ^^^ ^~~ä~ ^^^ ^^^*)i ^~"s" "^"^ *""T" ''*' Uli»)- In 
Figur 39 sind dies die Fälle 5 = (Hla) und j? — ±oo (Illb), 
Der allgemeine aus beiden zusammengesetzte Typ ist 

(34) w = ^i3siD(«( + ^j5)siii — ain^ 



-f- A, sin (nt + 0„) sin -^si 



oder umgeformt 
(34a) 



^ sin ^ sin Y [^,s sin (« ( + öjj) (4 cos" ^ - l) 
+ ^,8in(«( + a„)(4cos*^-l)]. 

Aus dem Kltumnerausdruek läßt sich auch wieder ein Zeit- 
faktor sin (nt + ^jj) abspalten, wenn die Phasen der Komponenten 

gleich (*g, = »„) oder entgegengesetzt (O31 ■= 0,3 + it) sind. Der 
letzte Fall bedeutet wieder, daB jI], entgegengesetztes Voraeichea 
erhält wie bei gleichen Phasen und wird mit umfaßt, wenn man 
den Quotienten B — -4g, : A^^ alle mögliehen Werte von — 00 bis 
-j- 00 durchlaufen läßt. Bei gleichen (bezw. entgegengesetzten) 
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154 ^' Kap. EigenachwinguDgen von Hembiauen 

Phasen der beiden Komponenten ergeben aich so die festen Knoten- 
linien, welche durch die Gleichung bestimmt sind 

(35) ^„(4co8»^-l) + ^„(4c08»^-l) = 
oder 

(35a) 4cos'^— 14--B(4oos»^-i]=0 ("=^) ' 

Für B = und B = ± oo, d. b. wenn entweder Ä^i = oder 
.A,j-°0 ist, erMlt man die Einzelscbwingimgen mit den Rand- 
parallelen y ■" ^ ""id -g- bezw. x^Y ^^^ ~Y [^*^1 IHa) und lüb)] 
als Knotenlinien. Für B — —1, d. h. wenn Jgj — — A^^ ist (ent- 
gegengesetzte Phasen), geht (35) ftber in 

(36) cos' '^ = cos' ^, d.h. cosY = ±cosv 

mit der Lösung f/ — X und j/^a — X. 

Kuoteuliaien sind hier also die Diagonalen des Quadrats. Für 
B = + 1 (gleiche Phasen) scblieQlicb erhält man als Enotenlinie 
die kreis&hnlicbe Kurve mit der Gleichung 

(37) „„,.^ + c„.?|'_i. 

Für alle anderen Werte Ton B erhält man tompliziei-tere 
transzendente Kurven, deren Formen zwischen denen der ge- 
nannten Systeme liegen (Fig. 39). 

Sind die Phasen der beiden Komponenten nicht gleich oder 
entgegengesetzt (allgemeiner ausgedrückt nicht genau um ein Viel- 
faches von n verschieden), so ergeben sich auch wieder hin- und 
herwandemde Knotenlinien, deren Gestalt in jedem Augenblick 
mit einer der eben behandelten festen Knotenlinien übereinstimmt. 
Wie diese aber ancb gestaltet sein mögen, sie müssen \mbedingt 
durch die Schnittpunkte der randparallelea Knot«nlinien der beiden 
Einzelscbwingungen Illa) und Illb) hindurchgehen. Das folgt 
sofort aus öl. (35), indem daselbst für x^-« oder x = -^ auch 
y einen dieser Werte haben maß, falls nicht gerade A^^ oder 
.^,1 •^ ist. Dieser Satz gilt entsprechend für alle anderen Schwin- 
gungen mit beliebigen Wertepaaren h und k. Die betrefifenden 
Punkte sind die „Pole" der Schwingungsfigur. 
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■^.f "' ■*/. 



o 


o 








I'ig. SD. V«nahladi 



iF0lt«u Obenchwliigiuig 



IVa)Ä — 1, Ä = 4 und ITb)Ä — 4, fc = 

cyn _ 



Frequer 



N-.'^N.,'-- 



2,93 A',, 



Die Einzelkomponenten haben die randparallelen Enotenlinien 

IVb), Durch Übereinanderlagerung ergeben sich wieder kompli- 
ziertere Kurven. Die Reihe ist leicht fortzusetzen. 
3. Reihe A« 3; a^ » 1, 2, 3 . . . 
Von dieser ist das erste Glied (A = 2, Jt =- l) schon unter Hb) 
der ersten Beihe behandelt. Neu ist dagegen der Fall 

II') A-2, Ä^2 
als Analogon der Grund Schwingung 7i= 1, k^l. 
scya 



(39) 



Freqaonz N^ — 



-2N,, 



Wie bei der Grundschwingung ist hier nur ein Schwingnnga- 
typ vorhanden mit der Normalfnnktion 

(40) V" = «-^«-^- 
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i. Kap. EigenachwiDguagen von MembraDen 



Knot«iilinien sind die randparallelea Mittellinien 
y — ^ und a: — y (Fig. 40). Der nächste Pall gibt 
nra) A-2, Jt-S nnd Ul'h) Ä=3, fc=2, 
Flg.«. (41) Frequenz 2^„ = ff„ = ^|^ = 2,56 J^„. 
N oimalf unktionen 
(42) w„l'*' — Bin sm — ^ und »„'*»'' = sin sin^-^, 

^^' * ^^'^ mit den randparallelen Knotenlinien 

(Kg. 41) 



(43) 



y = -g- und a!=ö- beilll'a), 
a; — — und y = j beiin'b). 

Die Ubereinanderlagenmg gibt bier eine noch grSßere Uajinig- 
faltigkeit der Formen und, wenn die Phasen nicht gleich oder ent- 
gegengesetzt Bind, auch wieder wandernde Knotenlinien. 

Es ist leicht zu flbersehen, wie diese und die folgenden Beihen 
weiter zu behandeln smd. Jedesmal wenn h und k einander gleich 
sind, ergibt sich nui' einziger Schwingungstyp, sonst stets zwei mit 
gleicher Frequenz, die sich äbereinanderli^em können. 

Tabelle 13. 

Eelatife Schwingangszahlen aller Töne der qnadratiBchett Membran 

in den drei ersten OktaTCn. 



IM 


2M 


3«0 


4,00 


6,00 


6,00 


1 

7,00 


1^ 


2,24 


3,16 


4,12 


6,10 


8,04 


7,07 




2.66 


3,63 


4,31 


6,14 


8,08 


7,21 




2.92 


3,61 


4,47 


6,39 


6,33 


7,28 






3,81 


4,63 


6,62 


6,40 


7,38 








4,74 


6,70 
6,83 


6,62 

em 

6,71 
6,97 


7,52 
7,62 
7,86 
7,91 
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SQ. EreiafOnnige Membran. I>iffecentialgleichiuig 



Die Frequenzen der Einzel typen (h^k') bilden die harmonische 
Farüaltoureihe 

(") '^■■"^■■'^ — '■■'■■' : 

alle anderen sind unharmonisch zum Grandton. In Tabelle 13 sind 
die Frequenzen relativ zum Grundton N^j verzeichnet. 

69. Krelaf&rmige Uembrau und verwandte Formen. 
Herleitung und Integration der Differentlalgleiohuiig. 
Statt der rechtwinkligen Kartesiachen Koordinaten x, y führen 
wir ebene Polarkoordinaten r, ip mittels der bekannten Bezie- 
hungen ein 

a: = rco8qj, ^— -rsiny. 

Die Bewegungsgleicbung (2 a) Nr. 66 läBt sich nach bekannten 
mathematischen Transform ationsfor mein umformen und in den 
neuen Koordinaten ausdrncken') als 

Ohne Hilfe dieser Transformationsformeln kann man die Glei- 
chung wieder direkt aufstellen, indem man die auf ein FlHchen- 
element der Membran wirkenden Kräfte bestimmt. Das von zwei 
konzentrischen Kreisen r und r -|- dr, sowie den bei- 
den Radien g) und tp-\-dip ansgeschnittene Flächenele- 
ment AB CD hat die Kanten (vgl. Fig. 42) AB = dr, 
OD — dr, AC ='rd<p, BC ~{r -^ dr)d<}> und bis auf 
verschwindend kleine Größen höherer Ordnung den 
Inhalt df^rdfpdr. Die infolge der Membranspan- "s." 
nung p auf die Kanten in der Memfaranebene wirkenden Kräfte 
sind 

— pdr^ +pdr, — prdfp, -\-plr + dr)dip\ 

ihre Komponenten in der .s-Richtung ergeben sich daraus durch 
Multiplikation mit dem betreffenden Richtungskosinus der Mem- 
bran gegen die s-Achse in folgender der Fig. 42 entsprechenden 
Reihenfolge: 



. Weber, Partielle Differentialgleichungen, ] 
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158 6. Kap. EigemchwingoDgen von Membranen 

untere Kante dr —pdri^ — A 

obere Kante dr -f P<i''(?w — i) 

innere Kante rdqo — prd^{-K-\ 

äußere Kante (r + (ir)(i9J + p(*- + d»-)d9)(~) 

= p{r + dr)dg>(^)+p(r+dr)dv^dr. 

Der Index 9:, qü + ^^f usw. bedeutet, daß die betreffende OröBe 
für diesen Wert der Koordinate zu bilden ist; für das Längen- 
element rd<p igt c(rip) geschrieben, was zulässig ist, weil r hier- 
bei konstant bleiben muß. Durch Snmmierung erhält man wieder 
die gesamte auf das Element df—rdtpdr wirkende «-Komponente, 
d. h. die rücktreibende Kraft 

(46) «.-,.^(^ + i|S + i,|^.) 

mit Yemach^siguiig unendlich kleiner Glieder höherer Ordnung. 

Setzt man andrerseits diese Kraft gleich dem Produkt ans Masse 
(f'df und Becchleunigung -n des Membranelement«s, so erhalt 
man sofort die Qleichung (45). 

Integriert wird diese Gleichung auch wieder durch Zerspal- 
tung der Variablen w in das Produkt 

(47) w — wWivf'-'e\ 

wo w'** nur von (, w'''*'' nur von r und <p abhängt; «iW ist natOr- 
lieh wieder die einfach periodische Zeitfunktion 

isin »t 

(48) wW= bzw. «.W- Bin («( + ■&). 
^ ^ \coant ^ ' 

Für die Normalfunktiou w(''v) ergibt sich die Gleichung 
(50) " "" T (« — zyklische Schwingungs&equenz). 
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&fl. EieiafSmiig* Membian. Diffierenlialgleioliiuig 

Diese Oleichnng läßt sich weiter zerspalten in zwei gen 
lineare Differentialgleichungen dnrch den Ansatz 
(51) w('-v) = wf'->wH 

Man erhält 



(") '^— ^••«"'. 



(63) ^'-£r + ri^ + ('f>'-p'W"~0, 

WO p eine neue noch unhestünnite Konstante ist. Gleiohnng (,52) 
liefert die Lösung 

(64) w'v) — \^^ oder auch w'-v)=~am(pq, -\-<Po); 

Icos pip 

sie bedentet eine, wie es ja auch sein mnfi, periodische Verteilung 
der Sohwingungsbewegung Ifings jedes Ereises um den Mittelpunkt 
der Membran. Gleichung (53) läflt sich schreiben 

und wird durch die Substitution 

(56) «r=-p 

umgeformt in die Differentialgleichung derßesaelschen undNeu- 

mannschen Zylinderfunktionen p*"^ Ordnung 

PartilnilarlöEungen sind die Beaselschen und Neumannsohen 
Zylinderfiinktionen p^' Ordnung^) 

(56) «*■) - J/e) ^ J/«r) und ' «W - N^(^) - N^{^r), 
auch Besselsche Funktionen 1. nnd 2. Art, genannt. Auch 
irgendwelche linearen Verbindungen von J und N_ können als 
Partikularintegrale genommen werden. Die Bessefschen Funk- 
tionen J„{^) sind durch Potenzreihen mit steigenden Potenzen 
definiert, die Nenmannschen Funktionen JV^(p) ebenfalls durch 
— etwas kompliziertere — Potenzreihen, die auch negative Po- 

1) Kach der BezeicbnnnKBweiBe in Jahnke-Emde, Fnnktionen- 
tafeln osw. (Leipzig 1909) M. P. S. Nr. 6, 8. 93. 
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6. K«p. Eigenschwingongen 



teozen enthalten'-). Für ganzzahlige Werte des Parameters 
(Ordnangszahl) p sind die Reiben^ 



(57) ^.w-d-nF^-iK^+.-ü^— ■/. 

(58) Jfp(p) — — 7,(p) log nat p - - Jp(e) [log nat 2 — C] 



.(^-1)!,-+^^ 






Hierbei ist (7^0,37722 die Eulerscbe (oder Maacberoniscbe) 
Konstante, (y + v)I = 1, 2. 3 . . . (p + v) und 

*''~^^j (21+ 2(F+"i)) ^-^i/sr 

Bei der Formel (58) ist zu beachten, daß Ol — 1, die Fakuli^t 
einer negativen Zahl aber Null ist. 

«7^(9) und JV^(p) sind oszillierende Funktionen, die um den 
Wert Null herumgcb wanken und mit wachsendem 9 sich immer 
mehr der Null nähern. Für ^ = werden die Neamannscbeh 
Funktionen J^(p) negativ unendlich, die Besselschen Funktionen 
J'p(p) dagegen bleiben endlich, und zwar wird lim J'g(p)'=l, alle 

anderen, J,(p), J',(^) usw. werden für 9 -^ selbst Null. Der Ver- 
lauf fOr die ersten Ordnungen p = 0, 1,2 ist in den Figg. 43 und 
44 dargestellt. Tafeln der Zahlenwerte sind in den Funktionen- 
tafeln von Jahnke-Emde enthalten. 

1) Die Neumannsche Zjlinderfonktion kommt nur bei ganz- 
zahlisem Parameter p in Betracht, Sonat wird sie durch die Besiel- 

sche Funktion J (q) mit negativem Parameter ersetzt. 

S) Jabnke-Emde, Fnnktionentafeln usw., 8, 93. Bei nicht canz- 
zaUigem Parameter p tritt statt der Fakult&ten (z. B. (j> -|- v)v) die 
Ganßsche 7I-Funktion n(p-\-v) auf. (Jahnke-Emde, S. 26.) 
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Flg. 4S. BeuelHhe ZrllndsirnnktioDen d«[ Oidnang Nnll and Bini. 

Das allgflmeine Integral von (53b) ist 
(69) Z,(f)-»,J-,W + »■«■». 

wobei Cj und (7, willkürliche, durch die Grenzbedingungen des 
Problems zu bestimmende Konatanton sind und Z^(fi) allgemein 
die Zylinderfunktion bezeichnet. Für eine kreiaringförmige Mem- 
bran muß diese allgemeine Lösnng benutzt werden, für eine Voll- 
kreismembran reduziert sich Z^{if) auf die Besselscbe Funktion 
J.(fi), indem C'j— '0 zu setzen ist, weil die Yerrückung der Mem- 
branteilcben aucb im Mittelpunkt ^ ^ eudlich bleiben muß. Der 
akustisch wichtigere Fall ist die ToUkreismembr&n. 

In der allgemeinsten Form ist mit Benutzung von Gleichung 
(47), (48), (51), (54) und (66) bzw. (69) die Verrückung 

(60) w^AZ^i^r)^m{p.p + tp„)Bm(nt + &), 

wobei statt p wieder xr geschrieben ist. Diese Lösung stellt eine 
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T 
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, 


\ , 


.- A-r^T- 


Ay ^ 


-/C V 


t\ 3 ^ \^--N 


'^ V / ^v \ 


V ^ -/ z ^^ ^ 


^ V Z ^ ^ 


t \ ^-f -, ~^ 


t S S 7 


^ 7 ^'^ 


AJ ■ A". ;L 













Fil, M. NenniHmaohe ZjUnderfnnktiaii«! det Ontnaog Hall nnd Elni. 

große Menge diskreter Werte w dar, die sich dorcli die Werte der 
Parameter ji undx niiterscheideii. Diese Parameter können gewisse 
durch die Grenzbedingongen (Bandbedingungen) des Problems fest- 
gelegte Werte annehmen. Bei einem VoUtreis und einem Bing, bei 
denen nur die kreisförmige Begrenzung, nicht auch noch ein oder 
mehrere Radien fest eingespannt sind, kann ji die Werte 0, 1, 2 . . . 
haben; wird auch noch ein Radius festgehalten, so tritt dafttr die 
Reihe y, 1, f, 2, -| . . . ein; bei zwei festgehaltenen Radien, d. h. 
bei einem Kreissekter oder Kreisringsektor ergibt sich eine Reihe, 
deren Zahlwerte von dem Sektorwinkel ablüngen. Durch den Pa- 
rameter j> and die Radien a und h der begrenzenden Kreise bzw. 
beim Vollkreis durch den Radios a des begrenzenden Kreises ist x, 
und damit nach (50) und (45) die Schwingungsfrequenz n bestimmt. 
Die Konstante qpg bestimmt die Lage des Radius, von dem 
aus der Winkel f gezählt wird; wenn nur die einzelnen Parüat- 
schwingungen betrachtet werden und nicht eine durch Überein- 
anderlagemng mehrerer von ümen entstehende Bewegung, so ist 
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der Wert von ipg ebenso wie deijenige der Pbasenkonstante d gleich- 
gültig und kann etwa — -g- oder — gewBhlt werden. Nur für 
j] <~ muß ^g TOQ Noll verachiedes, aonst aber beliebig angenom- 
men werden, Die Konstanten von (30) müssen so bestimmt werden, 
daß die Grenzbedingung „w = an allen festgehaltenen Hand- 
linien" erfdUt wird. 

00. VolUEreismembraii. Soliwiiigaiigsflguren und Fre- 
qtiatuen der Eigenaoliwingiuigeu. Die Zylind«rfanktion Z (ttr) 
reduziert sich auf die Besselsche Funktion J^(xr), also wird 

(61) w =- AJ Jxr) äa (pip + ipf,)siiL{nf + &). 

1. j)^0. Die Bewegung ist symmetrisch um den Mittelpunkt 

(62) w — ÄJ^(K.r) sin («(+#); 

alle Punkte der Membran sind stets in gleicher Phase, da sin <pQ 
auf der ganzen Membran konstant ist; es ist hier mit der AmpU- 
tudenkonstante Ä zusammengefaflt worden. Die Grenzbedlngung 
erfordert, daß füx r= a w= sein soll Also muß 

(63) J"„(Ka) = 

sein. Die Wurzeln der transzendenten Gleichung /g (^) >°i sind') 

(64) eo'^'— 2,4048; ?(,'*>= 5,5201; poO- 8,6537; 

Pol*)= 11,7915 UBW. 
Die Differenz dieser Zahlen nähert sich mit wachsender OrdnuugS' 
zahl der Wurzeln dem Werte w. 

Die zulässigen Werte von k sind hier also 

/fle\ a\ 2,4048 ™ 6,6301 ,„ 8,eB.t7 

(65) x^^>=- i HgW— — ; Xo'^— -'- — usw. 

uqd die Frequenzen der Schwingungen in der Zeiteinheit (l Se- 
kunde) Jr=-— werden na«h Gleichung (50) 

/^^\ urdi V0*8C ,.,., 6,ß201c „,,, 8,6637c 

(66) jro<''=-^ i N^^(^>=-^ ; J/jjW—-^ usw. 

Jedem der Werte * und der zugehörigen Frequenz N entspricht 
ein bestimmtes System von konzentrischen Kreisen als Knoten- 



1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentofeln 8. 122. 

D.q,t,:scbyGOC>^lC 
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linieQ, die mit der kreis- 
i fBrmigen BegrenznngBlinie 
I der Membran konzentrisch 
sind. Die erste Wurzel er- 
gibt keine (innere) Knoten- 
linie, die zweite gibt eine, 
die dritte zwei Knoten linien 
aoBer der Randlinie nsw. Die Figg. 45 zeigen den Scbwingnngs- 
typ. Geht man rom Mittelpunkt nach außen, so wird jedesmal, 
■ wenn das Produkt xr gleich einem der Werte q von (64) wird, 
die Verrfickung dauernd = 0, d. h. man erhält eine Knotenlinie. 
Dflren Radins ist gegeben dnrch 

WO £ und zwei beliebige (ganze) Ordnungszahlen sind und zwar 
a^s. Es gehören immer diejenigen Knotenlinien zu einem Sy- 
stem, die mau aus (€7) erhält, indem man s konstant setzt und <s 
nacheinander die Werte 1, 2 ... s annehmen l&ßt. Jedes dieser 
Systeme enthält s — 1 (innere) Knotenlinien und dazu noch die 
feste Randlinie als ftuflere Enotentinie, Die Werte der Knoten- 
radien und zugehörenden Frequenzen^) sind folgende 

Tabelle 14. Zahl der inneren Knotenkreiae =s-l. 



«-1 = 


s- 1=1 


S-l-2 


8-1 = 8 


•s- » 


'S- - 


«'- ' 


•ä'- • 




r<*'=0436a 


rg'- 0.637» 


ri?- 0.736» 






rj?- 0.278« 


rS?= 0.468» 
'S?- 0.204» 


J«<,"-(U824^ 


2V„"-a878^ 


i?'-i.m^ 


xf'-i.m{ 


#-!.«» 


2.298 


3.600 


4.900 
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2. p^l. 

(68) w — j4J^(*r)Biii9;sin(«i-f-#) (9=0=0 angenommen). 
Die Schwingung hat als Knotenlinien einen Durchmesser (gi — 
und (p^a) and außerdem 0, 1, 2 oder mehr Kreise je nach dem 
Wert Ton ». Die Wnrzeln der Gleichang 

(69) /,(;.r) = J,(e) = 

(70) e,'">=0; etl'>=3,8317; ei'*'= 7'0156; 

p/''= 10,1735; piW-= 13,3237; , . . 
geben durch Division mit a die Werte x wie in Gleichung (65) 
und weiter die Frequenzen 
/-.-. \ »7- (11 3,8S17c „ ,., 7,0166c „ ,,, 10,1763 

(71) ^i-'-'Y'n — ' ' BiTo"' ■^1"=-^-; "JS"- 
Die 0*" Wiirzerpj''*'=0 kommt hier und in den folgenden Fällen 
nicht in Betracht. Sie würde einer unendlich laugsamen Schwin- 
gung entsprechen. Die Radien der Enotenkreise sind entsprechend 
der Gleichung (67) zu berechnen, indem darin der Index 1 an 
Stelle des Indes gesetzt wird. 

Tabelle 16. Zahl dar inneren Kuotenkreise =a~l. 



-'-' 


.-1.1 


s-1-2 


— ,.J 


'18- » 


'S- • 


,<8_ a 


•4'.'- . 




'i?-0,H6. 


•■!?-M90<. 


'l'i'- 0.763« 1 






rS?-0.377« 


'15-0.627« 1 


Jf!"-0,609| 






'Ä- 0.288« 


^''-Mie^ 


»i"- 1,618^ 


-!»i'l-2.120i 


|i-«94 


2.919 


4.230 


6.S40 



'^V! 



ist (vgl. Nr. 68). In der letzten Zeile sind die relativen 

Schwingungszablen, bezogen auf die abBolnt tiefste Schwinguiig der 
Membran ^,''' (Schwingung ohne Knotendarchmesser und innere 
Enotenkreiae) angegeben. 
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8. jj-2. 

(73) w—'AJf(Mr)äaitpÜD.(nt-i-Q) {<p^—0 angenomineii); 
Knotenliniea lind die zwei aufeinandor senkrechten Durclimesser 

qo^=0 und JT, V"""ö" "^ä s") 
sowie aaSerdem 0, 1, 2 oder mehr Kreise, je nach dem Wert 
von *. Die Wurzeln der Gleichung 

(73) /,(«,) _7,((,)-0 

(74) f,'">-Oi j,l"-5,135; p,<"'-8,417i f,'"- 11,620; 

f,»l- 14,796; . . . 
ergeben durch Division mit a die x nnd weiter die sekundlichen 
Frequenzen 

(75) Jf,(»- - 
Die Radien der Enotenkreise sind 

Tabelle IS. 
Zahl der iuneren Knoteukreiae = 



«-1=0 


»-1-1 


8-1-2 


«-1 = 3 


4S- . 


'i5- . 

rS?- 0,610« 


'S5- 

f?i'- 0.724« 
»SV- 0.442« 


rS«. 0.786« 
r',t'= 0,668« 
rlS-0,347« 


iV<,'1.0,817^ 


»S"-1.339-| 
3.600 


i<,"- 1.848-1 
4.830 


iV<'>- 2.370^ 
6.160 



(76) 



- AJg(xr)sin 3^psin(«( + 0) (g>o=0 angenommen). 



Knotenlinien siad drei Durchmesser, die sich unter je 60 schneiden 
and 0, 1, 3 oder mehr Enotenkreiae. Die Wnrzeln von 
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(77) J,{.r)-JM-0 

(78) j,<°'-0; f,<'l- 6,379; (.,1"- 9,760; »,<»- 13,017; 

e,f*l= 16,224; ... 
ergeben die sekunilticlien Frequenzen 

_«.«78« „,„_ 9,780c ,.,,,_IS,017c 



(79) M-'Sfil^-; j,m_?L'™'-. 
Die Radien der Kuotenkreise sind 



w,w-. - 



Tabelle 17. 
Zahl der inuereu Eiiot«iikreiae • 



«-1 = 


8-1 = 1 


«-1 = 2 


»-1 = 8 


r«- . 


rl?- 0,664 a 


•ä'- <■ 
r?,'- 0,749. 
rg. 0,490a 


rä'- 0,804 » 
4?- 0.6016« 
45-0,394 « 




Hf-1,560^ 
4,060 


*?'= 2,070^ 
6.416 


äS"=2,680 ^ 
6,760 



In dieser Weise kann beliebig fortgefahren werden. Die Fre- 
quenz steigt mit wacbsender Anzahl der Knotendurchniesser ^, und 
gleichzeitig werden die Radien der Knotenkreise gleicher Ordnung 
mit wachsendem p größer. D&s ist physikalisch einleuchtend; denn 
die einzelnen Felder, in die die Membran sich dabei teüt, werden 
am den Mittelpunkt hemm mit wachsender Zahl p der Enoten- 
durchmesser immer spitzere Sektoren und leisten gegen gleich- 
zeitige Yerbiegang in tangentialer und radialer Richtung ver- 
hältnismäflig größeren Widerstand, je schmaler sie sind. Dadurch 
wird der innerste Enotenkreis und mit ihm die übrigen nach außen 
gedrängt. Dorch Übereinauderlagerung Terachiedener Schwingongs- 
typen, deren Frequenzen hier alle verschieden sind, kann man be- 
liebig komplizierte neue Schwingnnggfignren bilden. Eine Anzahl 

Kkithne: AkaiUk II. 12 
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einfacher Suhwin^ongsfiguren, und zwar die den tie&ten Tönen 
entsprechenden, zeigt die Fig. 46. Die darunter stehenden Zahlen 
Bind die relativen Schwingungszahlen , bezogen auf den absolut 
tiefsten Ton der Membran (Schwingung ohne inneren Knotenkreis 
and Knotendorchm esaer). Die eingeklammerten Zahlen sind die 
Kadien der Enotenkreise. 

Flg. «. 



oee@ 




Co,eioj (o,nsi 6,S3S) (0,S46} 

Die relativen Schwingungszablea für alle überhaupt möglieben 
Töne innerhalb der drei ersten Oktaven sind in der Tabelle LS 
mitgeteilt. (Entnommen aus Auerbach: Akustik, im Handbuch 
der Physik.) 

Tabelle 18. Belalive Schwingungszahlen 
aller Tüne der Kreismembran in den drei ersten Okt«ven. 



100 


2.14 


3.16 


4.06 


5,13 


6.10 


7,07 


1,59 


2.30 


3,60 


4.15 


5,14 


8.16 


7.08 




2.85 


3.60 


4.23 


5,42 


6.18 


7,21 




2.92 


3.66 


4.60 


6« 


6,21 


7,33 








4,64 


6,61 


8.53 


7,47 








4,83 


5,66 


6.59 


7,52 








4,91 


5 98 


6,69 
6,75 
8,66 


7,58 
7,63 
7,72 



AnSer der Vollkreismembran lassen sich mittels der Lösung 
(60) noch andere verwandte Formen von Membranen behandeln, 
insbesondere die Membran in Oestalt eines Kreissektors und eines 
Kreisringes. Aus Baummangel muß hier auf die Wiedergabe der 
Resultate verzichtet werden. 
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7. Kapitel. 

Elgenschwingnngen TOn Platten. 

61. Differentialgleioliang und GrenzbediDgungen, Elne- 
ti«olie nnd potentielle Energie. Die Bewegungsgleichung der 
Plattettschwingnngen Tollständig abzuleiten, verbietet der begrenzte 
Bauiu des Torliegenden Bucbes. Die Herieitung läßt sieb nur an- 
deuten. Sie ist im Prinzip die gleicbe wie bei der Membran, nur 
kommen hier außer der infolge der LängBspaunot^ wirkenden 
rücktreibenden Krait aucb noch deren Drebmoment und weiter 
auch die Schubspaunnngen (Querkräfte) und deren Drebmomente 
hinzu, wodurch die Gleichung viel komplizierter wird. Man kann 
wieder entweder die Kräfte und Drebmomente einzeln mittels der 
Deformation ansdrficken, aie in die Lagrangeschen bzw. New- 
tonseben Bewegnugsgleicbungen einsetzen, und dann wie bei den 
Querscbwingungen der Stäbe durch passende Elimination beide 
Oleicbungen zu einer einzigen fOi' die Verrückung w zusammen* 
fessen, die hier normal zur Plattenobcrfl&che stattfindet; oder man 
kann die kinetische und die potentielle Energie als Funktionen 
der Deformation ausdrücken und wieder nach irgendeinem all- 
gemeinen mechaniscben Prinzip (z. 6. Prinzip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten u. dgl.) die Bewegungsgleicbung aufstellen. Dies 
ist der meist (vgl. z, B. Lord Ray teigfa) begangene Weg. 

Es sei U die kinetische, V die potentielle Energie bei irgend- 
einer Vernickung w der Plattenteilohen, die mit der Geschwindig- 
keit ^ erfolgt Es möge femer außer den durch die Verrttckung 
geweckten elastischen Kräften auf jedes Massenteilchen dm eine 
äußere oder eingeprägte Eraft Zdm in der Richtung der Platten- 
normale wirken, die wir zur 2-Bicbtung nehmen. Bei einer Ände- 
rung der Verrückung w um <Sw leistet diese Kraft eine gewisse 
Arbeit SA^. Diese Arbeit maß nach dem Energieprinzip gleich 
der Zunahme der gesamten Energie der schwingenden Platte 
dV-\-6Ü sein, also 

(1) SY + äU—äÄ,-0. 

Es sei p die Dichte, 2D die Dicke der Platte, df ein Flächenele- 
ment der Plattenoberfläche, £ der Youngsche Elastizitätsmodul, 
p, die Poissonsche ElastizitStszabl. Es ist (die Integration Über 
die ganze Plattenfläcbe erstreckt) 
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(2) SA,~JJiSwZI>qdf. 

Die kinetisclie Energie ist 

Sie potentielle Energie, in kartesischen Koordinaten x, y aus- 
gedrficht, ist, wenn die Platte nur unter dem EinfluB iLrer eigenen 
Elastizität steht and nicht noch eine zusätzliche Zug- oder Druck- 
spannung vorhanden ist, 

oder, mit Benutzung der Bezeichnung*) -- » + 3" j ^= Äh", 

w^--//'B-(S?i.,((^«'>'-''(>-'')ß"."r;-(S,)"]l''-''»'- 

Wenn E, D, fi üher die ganze Platte konstant sind, wird daher 

Hier ist dl ein Linien element der ßegrenzungskurre der Mittel- 
flache der (ebenen) Platte, v die nach aufien gerichtete Kormale 

1) Lord Rayleigh nod die meieten anderen englischen Autoren 
schreiben V'ui statt Äui und V'w statt AÄic. Die Rechenoperation 
A »dt der von Lam^ eingeführte sogenannte „iweite Differential- 
parameter" von -w; ihre zweimalige Anwendung gibt den vierten 
Differeoti alpar a meter 



ii— »,.+'5^. 
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dieser BegreBzungskurve, ö der Winliel zwischen v und der x- 
Biclitung. 

Die Werte SA„ äU, SV in (1) eingesetzt, fülirBn, da Sw im 
Innern der Fläclie willkürlich gewählt werden kann, mit der ein- 
zigen £inschrllnkang, daß es eine stetige Funktion von x und y 
sein muß, zu der DijFerentialgleichuDg und den Orenz(Rand-)be- 
dingungen: 

a-io , ED- . . _ 



(') 



^^'■ 



(8) 



4^+p- 



")|i(" 



U»' 



+ (cs-6-.in-6)^JJ-0 
^[,&» + (l-rt(cos-9|5 + sin-9|^ 



-f- 2 sin ö cos 6 






= 0, 



Sw-^—^ — an etwaigen Ecken ^). 

Je nach der Befestigungsart; der Platte sind die zu erfüllendes 
Grenzbedingungen verschieden. 

02. Die drei mSgUoliea Arten der BandbedingongeD. 

1. Bei eingespanntem Rand ist äw und -^ — gleich Nnll, die 
Bedingungen (8) sind identisch erfüllt, 

2. Bei freiem Band sind diese beiden Größen willkürlich, also 
müssen die eckigen Elamfaem verschwinden, was zwei ziemlich 
komplizierte Nebenbedingungen bedeutet. 

3. Bei angestemmtem (drehbar gelagerten) Rand ist dw°=0, 
-% — willkürlich, also muß die eckige Klammer der zweiten von 
den beiden Gleichungen (8) verschwinden. 

Diese drei Fälle können bei einer und derselben Platte gleich- 
zeitig an yerachiedenen Teilen des Randes verwirklicht sein. 
Der wichtigste, aber am schwierigsten zu ICsende Fall ist der 



Proceedingi of the London MBthematical Societj 



1) H. Lamb. 
21, S. 70, 1691. 
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Fatt 2 des fiberall freien Randes. Er ist von G. Kirchhoff') fOr 
die kreisförmige, in nenegter Zeit nach einem neuen Nähemngs- 
Teriahren von W. Bitz*) fllr die quadratische bzw. rechteckig» 
Platte gelöst worden and zwar f&r die Eigenschwingungen der 
Platte, deren Gleichung 

(9) l'j^' + .'ÄA^-O i'-i^i^) 

aus (7) herrorgeht, wenn man die eingeprägte Kraft Z — setzt, 
63. AUgemeiner AnsatB der Integration. Die Lösung der 
Gleicbung (9) l&Bt sich in den Fällen, wo sie bisher gelungen ist, 
ab Produkt mehrerer Faktoren darstellen, von denen jeder nur 
von einer der un&bhftngigen Variablen (Zeit und Koordinaten der 
FlatUnpunkte) abhängt. Die Zeitfunktion ist bei Annahme einer 
einfach pendelfürmigen Partialschwingung wieder sin nt oder 
cos nt bzw. allgemeiner sin {nt + #). Nach Abs|}altung dieses 
Faktors bleibt füx den Best t<^ von w, der nnr noch von den zwei 
Raumkoordinaten abhängt, die Gleichung 



(10) 



Adktii 



-ß^w*=-0. 



('■'?)■ 



Je nach den speziell benutzten Koordinaten nehmen die Glei- 
chungen (9), (lO) und die Orenzbedingungen (8) verschiedene 
Formen an. In rechtwinkligen kartesiachen Koordinaten lauten 
die Gleichungen (9), (10) und (8) 



(9a) 
(10a) 



.+« 



.< + ■ 



dx'dy' 






1) G. Kirchboff, Gea. Abhandl. S 276. — Poggend. Ann. d. Phya. 

a) W Ritz, Annalen der Pbjaik (4) 28, S. 787, 190». 

3) Q.Kirchhoff, loc.cit. Die Bezeichnang der Konstanten iat dort 



1 
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+ (co,>9-.in>«)|^)]-0 

+ .m'»|'^ + 2.m«co.8|-^)]_0 
dw 2" a"ü ~ '^ "" Ecken der BegrenzungsUnie. 
Die Kreis&equenz der Schwingung ist 

(11) „_.v-?'i)}/=l=^, 

wobei zu jeder PartiEilscbwiiigatig ein beBOoderer Wert von ^ gehört. 
Die Gleichung (lO) wird allgemein beledigt toq allen Funk- 
tionen i[> und Ol, welche den einfacheren Gleichungen genügen 
(10b) At = ß\, Am ■= — ß'a,. 

Von der Richtigkeit dieser Behauptung flberzengt man sich leicht 
durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (10). Gleichungen 
der Form (lOb) sind bei den Membranen bereits aufgetreten. Es 
handelt sieh nur darum, solche LSgui^en dieser Gleichungen zu 
finden, die anch den Bandbedingungen genflgen. Fär Platten mit 
Tollkommen freiem Bande ist diese Aufgabe nur fOr den Fall 
der kreisförmigen Begrenzung von Kirchhoff*) streng gelöst, für 

n. Chem 81, 1650. S. 26S. — Grelles Journal 40, 1860, S. 61. 

eine andere als hier Zur Vergletchung diene folgende Z aBammea stell nng: 



El«t-Modul 


Poi..on- 

■ohe 
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e 
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^ 
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qnadnitucbe bzw. rechteckige BegrenzuDg sind solche Ftmküoneii 
nicht in expliziter endlicher Fenn durch äie bekannten und ge- 
brSucblichen Fnnktionen darBtellbu. Nähenings weise lassen sie 
sich aber durch Kreisfunktiooen imd Hyperbelfunktionen and Pro- 
dukte aus diesen darstellen, wie Bitz gezeigt hat. 

64. EreiafBrniige Platte mit freiem Bande. El^ii- 
Bohwingnngen. Für die kreisfSrmige Platte (Dicke 2i), Ra- 
dius K) benutzt man ebene Polarkoordinat«n r, ip. In diesen aus- 
gedrückt ist 

(12) a«_''';+i5"+'|^. 

' or T Cr r Of 

Derselbe Ausdruck gilt auch für die nach Abspaltung des Zeit- 
faktors Übrigbleibende Normal- oder Eigeniunktion w* oder «i'"'«''. 

Da Mi<''V' in bezug auf den Winket q> offenbar periodisch sein 
muß mit der Periode 2ji, weil sich nach einem ganzen Kreisom-. 
lauf alles genau wiederholen muß, so kann man weiter zerspalten, 

(13) w('-v) _«;(•■)„ W und wW = sin(i>g.-|-V(,) 
setzen. Dann wird 

(14) a„M_„»)[?i.^j;!+iägi'._s:„<r>], 

und die von w'''''* zu erfüllenden Gleichungen (lOb) gehen nach 
WeglasBung des Faktors w^f^ auf beiden Seiten über in die beiden 
Gleichungen 

und 

(15b) T,>' +7-87^ -?"" + <''"'"'-''■ 

Die zweite von ihnen, mit dem Gliede +j3*«)<''', ist dieselbe wie 
die Ot. (53 a) va Nr. 69, die die Schwingungen einer kreisförmigen 
Membran bestimmt und deren Lösungen die Besselsche und Neu- 
mannsche Zjlinderfunktion Jj,(ßr) und ^'^(ßr) sind. Die erste 
Gleichung (15 a) wird durch «neselben Funktionen, aber mit ima- 
ginärem Argument ißr, also J^(ißr) und N^iißr) gelöst; denn 
wenn man iß anstelle von ß setzt, ändert sich an den Gleichungen 
(16) nur das Vorzeichen des letzten Gliedes der linken Seite. 

Das allgemeine Integral «;<''> ist also 
(16) w^'^-A[J^(ßr) + XJ^(ißr) + VN^(ßr) + l"N/ißr)]. , 
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Für ein« Yollkreisplatte kommt die Neamännsche Zylinder- 
fouktioD, die fflr r ^^ unendlich wird, bIb partUcaläres Integral 
nicht in Betracht, d. h. A' und 1" in (16) sind gleich Null zu 
setzen. (Bei einer Kreisringplatte müßt« sie mit berflcksichtigt 
werden, was die Diskussion erschwert). Das allgemeine Integral tv 
der Gl. (s) Nr. 62 wird daher unter Berfiobsicbtigung der ab- 
gespaltenen Faktoren 
(17) w--ÄBm{nt + 9)sm(j,<p + q,^)[J^ißr) + JiJ^{ißr)]. 

Durch geeignet« Bestimmung der Werte l und j3 lassen sich 
mit dieser Funktion le ancb die beiden Grenzbedingangen erfüllen, 
woraus folgt, daß GL (17) wirklich die gesiuchte allgemeine Lösung 
ist. Die (ganze) Zahl p ist die Anzahl der Enotendurchmesser, 
deren Lage durch die Gleichung sin (pgi + gj^) — bestimmt wird. 
Die Gleichung der (konzentrischen) Enotenkreise ist Jp{ßr) 
■j-lJ{ißr)=^0\ ihre Wurzeln r sind die Radien der Kreise. 

Zur Erfüllung der Grenz-(Eand-)bedingnngen müssen die Kon- 
stanten il und ß — letztere durch Gl. (ll) in Nr. 63 mit der 
Schwingungszahl n zusammen b an geud — gewisse durch die Di- 
mensionen der Platte bestimmte Werte annehmen. 

Die Grenzbedingnngen für freien Rand der Vollkreisplatte er- 
hält man aus Gl. (8) bezw. (8 a) durch Einführnng der Zjlinder- 
koordinaten r, ip statt x^ y und Nullsetzen der beiden eokigen 
Klammem. Es ist 

- 3: = rco89, (ix = cosydr — rsinipd^», 

y — r sin 9, d^ = ava <fdr + r cos qidqi. 
Also umgekehrt 

r = yx'-\-y*, dr = eos tpdx ■{- sia ipdy , 
T _ .ro (tg - ^-) , ä^ ^^-^ ix + '-"« ay. 

Da andererseits nach den allgemeinen Regeln der Differentiation 



ist, so ergibt sich 
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176 T- Kkp. EigeuBchwiugungeti von Plitten 

Mit Hilfe dieser Fonoeln sind die Differentialausdrttclce der 
Ol. (8) leicht umzuformen und man erhält als Randbedingungen 

Hier ist nach Ausfahrang der Differentiationen r = Ä zu setzen. 
Darcb EinEetzen der durch Integration erhaltenen Funktion w aus 
Ol. (17) und Abspaltung der überflüssigen Faktoren ergibt sich 
dara,iis 

JJ[-(~"+7^-f-'")+('-'')'':'::i.=o, 

(23) wtt-J,(,ßr) + lJ/ißr) 

ist. Führt man nun fDr ic'''' seinen Wert(23) wirklich ein, so erhält 
man nach einigen Umformungen mit Benutzung der fOr J {ßr) 
und Jp{ißr) gültigen Differentialformeln (l5a) und (lob) die 
beiden Oleicbnngen zur Berechnung von X und ß 

ll ß'B'JpißB) +_(l -^)p'[ßBJp-{ßB )-JpißR)] 

C241 -ip'S''fp\ipS} + (l~f-)p'[ißB'fp-(ißB)-Jp(fßBj]' 

^ ^\, (l-p.)[-ßR J„-(ßR ) + p ' Jp{ßR)]-ß'B'Jp(ßS) 

' (1 - (*)[- ißRJpÜßB) +p'Jp(ißB)\ + ß'B'JpiißS) ' 

Hier bedeutet J' die Ableitung der Funktion J nach ihrem 
Argument, also ßr bezw. ißr; die erst nach erfolgter Differentia- 
tion vorzunehmende Ersetzung des variablen r durch das kon- 
stante if ist in den obigen Gleichungen der einfacheren Schreibart 
wegen schon ausgeführt. Der Nenner der beiden Brüche rechts gebt 
aus dem betreffenden Zähler hervor, indem man ß durch t^ ersetzt. 

Durch Elimination von l ergibt sich eine Gleichung zur Bestim- 
mung der zulässigen Werte von ß, die eine unendliche Reihe dis- 
kreter Werte bilden. Diese komplizierte transzendente Gleichung 
— einfach zu erhalten durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke fär 
lin 01.(24) — ist vonKirchhoff^) aufgelöst vforden in der Form 

'. 274. Leipzig (J. Ä. Barth) 
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64. EreisplaUe mit iieiein Bande 



(25) tg(^B-j,^). """ '"""■" •■'-^''^' 



_ 8pit"^(8pit)f (SpB i'' 



wobei 



^ = (l_f.)-S 
lB_a(l— 4j,»)_8, 

(26) jc=^(l-4p»)(9-4i,') + 48(l + V), 
U - - ^ [{1 - 4P*)(9 - 4j.»)(13 - ip^] 
y +8(9 + i36p»+80i>*). 

Bei kleinem ßB, d. h. für die Wnrzeln niederer Oi'dnung tnnfl 
mftn in den Reihen der rechten Seite von (25) mehrere Glieder 
beDutzeu; bei großem ßlt, d. h, für die höheren Wurzeln, wenn 
nicht zugleich p grofi ist, gilt nKheruugB weise 

(27) tg^ßfi— j)|Wo, also ßR = ^{p + 2h), (Ä= ganze Zahl). 

Für p — O, d. h. für eine um den Flattenmittelpnnkt sym- 
metrische Schwingung wird die zu lösende Gleichung am einfachsten. 
Für diesen Fall wird (25) und (26), wenn man noch (t=^ an- 
nimmt, 

J-A; B ^; (7=60; J> = 20 

(28) tg ? Ji 6pS + l^e^R' mp'.R'+ _ 

Die rechts stehende Funktion in (28) hat für alte Werte ßB, 
die größer sind als 1, einen sehr kleinen Wert, der sich mit wach- 
sendem ßR immer mehr der Null nähert. ^) Daher ist schon die zweit« 
Wnrzel der Gl. (28) von jt nnr wenig Terechieden, die höheren 
Wurzeln sind fast genau ganzzahlige Vielfache von a. Ähnliches 
gilt f&r die anderen Falle, wo p—1,2 . . . ist, wo also 1,2... 
KnotendnrchmesBer vorhanden sind. 

1) Für pE= J-, bezw. 1, beiw. 2 Bind diese Werte —85, bOEw. 
4-^ bezw. — ^^; die folgenden Werte bleiben negativ und nahem 
■iah immar mehr der Nnll. 
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178 ''' Kap- Eigenachwinfpiugen tou Platten 

Die Z&hl h ist die ADzahl der Knotenkreise. Für die höheren 
Partial Schwingungen — mit ziemlicher Gen&nigkeit (etwa 2 {|) 
schon von der zweiten (A — 2) an — gilt daher das einfache durch 
GL (27) dargestellte Gesetz der Schwinguogszahles, welches 
Chladni experimentell gefunden hat. Mit Bückaicht auf die Be- 
ziehung zwischen ß und der zyklischen SchwingaugG&equenz n in 
Gl. (11) nnd (9) Nr. 62 und 63 gilt nämlich fär die höheren 
Partialtöne 



(29) 






8p(I- 



*■)' 



= (1),2,3 
= 0,1,2. 



;■)• 



Ganz allgemein (auch für die tieferen Paitialtöne) ist 

Das bedeutet: die Frequenzen der (höhereu) Partialtöne stellen 
angeuSbert im Yerbältnis der Quadrate der aufeinanderfolgenden 
geraden oder ungeraden ganzen Zahlen, jo nachdem die Anzablf 
der Euotendurchmesser gerade oder ungerade ist; also für 

f) = 0, ... ist (»i):n,:nj... = (2*):4':6*... 
p-2 («,):«,:«,... -(4'), 6':8'... 



p-1 
p-3 






Aus (29) folgt weit«r, daß die Frequenz der Plattendicke 2D 
proportional, dem Quadrat des Plattendurchmessers 2R umgekehrt 
proportional ist. 

Die tiefsten Töne bei gegebener Anzahl p von Knotendurch- 
messem erhslt man aus den kleinsten Wurzeln der Gleichung (25), 
die besonders berechnet werden müssen. 

Kirchhoff gibt hierin folgende relativen Werte der Schwin- 
gungszahlen, bezogen auf die Schwingungszahl der Gnmdschwin- 
gung (p = 2, A = 0) d. h. der Schwingung mit zwei Knotendurch- 
messem aber ohne Knotenkreise als Einheit 
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Tabe 


n« u. 








ZaUd« 

h 


Zahl der KnotandurclinieBBer 
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p-O 


p-1 


p-s 


p.S 


p.» 


p_6 


ft 
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1,0000 
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4,0485 


6,1982 




1 
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1,6131 
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3,7(82 
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- 
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1,0000 


2,3274 


- 


- 




1 


1,7284 


3,9072 


6,7111 


10,0762 


— 




"-i 


2 


7,3344 


11,4003 


- 


- 


- 


- 





es. Bechtaokige Platte mit freiem Bsnäe. Znräokffilt- 
nmg auf ein Ulnimalproblem. Bei der rechteckigea und der 
quadratischen Platte mit freiem Band gelingt es nicht, die Nor- 
malfunktionen M^ Btreng durch eine der bekannten Funktionen in 
geschlossener Form anszndrtlcken. Man kann sie aber nach Bitz') 
mit beliebiger Annäherung durch eine konvergente Beihenent Wick- 
lung darstellen, die aus PolTnomen, imd zwar ein&chen Produkten 
geeigneter önmdfunktionen gebildet wird. Passende Grundfunk- 
tioneu sind die Normalfunktionen der Schwingungen gerader Stäbe 
mit freien Enden, die in Nr. B2 behandelt und mit v^(x) bezeich- 
net worden sind. 

Da diese Lösung keine strenge, sondern eine Näherung ist, die 
mit wachsender Zahl der Glieder der Beihe immer besser wird, so 
ist klar, daß die DifTerentialgleichung der Bewegung und die Grenz- 
bedingnngen nur annähernd erfttUt werden, wenn man die Reihe 
irgendwo abbricht und nur einige Glieder von ihr benutzt. Es ist 
also Aufgabe der Eechnung, die Funktionen «^(a:) so auszuwählen 
und eine Nähemngslösung w,^^ aus ihnen so zu bilden, dafi der ver- 
*B Fehler möglichst gering wird. Statt aber die Fehlerreste, 



1) W. Ritz, Annalen der Physik (4) 28. (1909) S. 73T. Duielbe 
Verfahren iit im Anechlnfi an Ritz toh E. Reiustein (Ann. d.Ph;e. 
(4) 3&. (I9II) 8. 109) auf elliptische Membranen aufwandt worden, 
übrigens ist die Grundlage desselben — das Hinimnmproblem — 
BchoD von Lord Bayleigh u. a. in ähnlichen, aber einfacheren Fällen 
benutzt worden. 
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welche beim EiDaetien der (abgebrochenen) Heihe in die Differeu- 
tialgleichnngen der Bewegung ührig bleiben, möglichst klein zu 
machen, kann man auch anderB verfahren. Zweckmäßiger ist es 
nämlich, nicht diese Abweichung zu einem Miniin um zu machen, 
sondern die Abweiuhang, welche der mittels w^,^ berechnete Wert 
der potentiellen Energie F.,, gegen den richtigen Wert T besitzt. 

Nun ist bei der wirklicn stattfindenden Bewegung, die durch 
den genauen Wert ic dargestellt wird, die potentielle Energie 
kleiner als bei allen andern Bewegungen le, die ebenfalls mit den 
Bedingungen des Problems vereinbar sein würden. Diese Eigen- 
schaft, welche die wirklich stattfindende Bewegong vor den übri- 
gen mfiglichen (virtuellen) Bewegungen aaszeichnet, dient ja äbri- 
gens nach den Prinzipien der Mechanik gerade dazu, die wahre 
Bewegung aus der Schar der virtuellen herauszufinden. Die Mini- 
mumfordemng fQr F ist nichts anderes als die besondere Form, 
auf welche sich das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung 
in diesem speziellen Fall reduziert 

Ist aber der genaue Wert von V ein Minimum, so muß auch 
der mit w,,, berechnete Wert F,^ ein Mi nim um sein, damit die Ab- 
weichung zwischen beiden selost ein Minimum wird. Damit ist 
die Aufgabe auf ein Minimumprobtem zur&ck geführt, das sich nach 
den Kegeln der Variationsrechnung lösen läfit. 

Es handelt sich dabei um ein Minimumproblem mit Neben- 
bedingungen. Sämtliche überhaupt zulässige Kormalfunktionen w 
müssen nämUch, wie aas der Theorie der Difierentialgleichungea 
hervorgeht, die „Ortho gonalitätshedingun gen" erfüllen. D. h., wenn 
die wirklich stattfindenden Bewegungen mit Wq, w^, Wj . . , be- 
zeichnet werden, so gelten die Orthogonalitätagleichnngen der 
Normalfun ktionen 

I //«'e''^*''y"^*"'^*i j j w^*dx dg '^konst, .. . 

I ff«^^u\f^^dy-0; ffw^w^dxdy-'Q, . . . 

oder allgemein ausgedrückt 

(30a) ffwJdxdy = Vo'D9i.; fju-^w„dxdy-^0 (m^«). 
Die Integrationen sind über die Fläche der Platte — genauer 
über ihre Mittelfläche, d. h. die in der Mitte zwischen den beiden 
Oberflächen zu konstruierende Fläche — zu erstrecken. Die Fnnk- 
tionen u,,, u\ . . . entsprechen den Partial Schwingungen. 
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66. Rechteckige Platte. Minimalproblem. 181 

Aue der Differentialgleichung (lOa) nebst den Bandbedingangen 

(6s) ISBt sich durch rein mathematische Umformung die gen&nnte 
Minimumfordening für V mit den Nelienbedin gongen (30) ableiten, 
und rnngekehrt kann man aua dieser Minimum Forderung und den 
Bedingungen (30) jene Differentialgleichung mit Grenzbedingungen 
durch Variation herleiten. Der Mangel an Raum verbietet hier 
die Auaführimg, das Verfahren soll nur skizziert werden. 

Gefordert wird, dafi die potentielle Energie T, welche in Gl. (4) 
Nr. 61 als Funktion von x und y angegeben ist, ein Minimum 
wird, während gleichzeitig //«''daidy^ A ist, wo A eine ge- 
gebene Eonstante bezeichnet. Nach den Regeln der Variations- 
rechnung wird dies Integral, mit einer zunächst unbekanuteu Kon- 
stante — l multipliriert, zu V hinzugefügt und die so erhaltene 
Funktion T — iA variiert, indem w durch w + Sw ersetzt wird, 
wobei Sw eine stetige und diSerentiierbare, sonst aber willkür- 
liche Funktion von X und y darstellt. In der Gegend eines Mini- 
mums (oder Masimums) muß die totale Variation von F — AA, 
die man auf diese Weise bildet, gleich Null sein. 

Entwickelt man die einzelnen Funktionen unter den Integral- 
zeichen nach dem Tajlorschen Satze in Beiheo, die nach Po- 
tenzen von Sw bzw. -7i — und -„— fortschreiten, und wählt dfl» so 

dx dy 

klein, daß die höheren Glieder vernachlässigt werden können, so 
reduziert sich die totale Variation auf die Variation 1. Ordnung, 
d. h. auf die Glieder, welche Sw, und Differentialquotienten von 
Sio nach x und y in der 1. Potenz als Faktor enthalten. Durch 
partielle Integration kann man schließlich den ganzen Ausdruck, 
der Null werden muß, in die Form bringen: (Gl. (31) s. nach- 



Der Ausdruck besteht aus einem OberflächeniDtegral, mehreren , 
Hand-(Linien-)integralen, die fiir die Flattenbanten gelten, und 
einem Gliede ohne Integralzeichen, das für die Ecken gilt. Der 
Eoordinatenur&pruDg liegt im Plattenmittelpunkt, die Achsen sind 
den Kanten parallel. Länge und Breite der Platte sind a und b. 
Durch Nullsetzen der einzelnen Integranden und des vom Integral- 
zeichen freien Gliedes erhalt man die Differentialgleichung der 
Normalfunktionen (10 a) und die Bandbedingungen (8a) von Nr. 63, 
letztere in etwas andrer Form als früher. Die neue Form geht 
aus der früheren übrigens hervor, wenn man für cos ö und sin 9 
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7. Kap. EigenBchwingnngen von Platten 






(31) 






+/^[W + -|;?]'"' + ^(1-'*)[£|,]*'« = <'- 



die Werte einsetzt, welche jeweils an einer Plattenkante gelten. 
Die Bandbedingungen zerfallen hier naturgemäß in mehrere ein- 
zelne Teile, die für die einzernen geraden Stacke der Begrenzungs- 
kurve gelten. 

Genau wie früher ergibt sich, daB die Konstante 1 eine un- 
endliche Beihe von diskreten Werten annehmen kann, welche durch 
die Dimensionen und die Materialkonstanten (das Poissousche 
Verl^ltnis (i) der Platte festgelegt sind, und daß nur fOr diese 
Werte das Gleicbnngssystem überhaupt Lösungen besitzt. Jedem 
Werte il entspricht eine Sormalftinktion w„*, d. h. eine Partial- 
schwingung. Die Größe X ist identisch mit ß* von Gl. (lO) in 
Nr. 63, die (Kreis-) Frequenz, der Schwingungen wird also 

(31') »-ßV'Y^^^- 

Es ist 2i> = Plattendicke, p=- Dichte, £— Elastizitätsmodul, 
fi = Poissonsches Verhältnis der Querkontraktion zur Längs- 
dilatation. 
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66. Das BltxBclie NäherongsveTfahren mit Beihenent- 
wiokelung der Nonnalfunktionen. Das Eitzsohe Verfahren 
besteht in folgendem. Jede Normal funktion w* wird ersetzt durch 
eine Reihenentwicklung 

(32) w,,,* = a,tfi, + Ojt, H h «,t,. 

wobei die ganze Zahl s die Anzahl der benutzten Glieder der Reihe 
und damit den Grad der Ann&berung angibt. Für ip,, iftg, . . . ^, 
werden solche Funktionen der Koordinaten x, y gewählt, daß die 
Beihe konvergiert und daher jede beliebige stetige und differen- 
tiierbare Funktion w* mit immer größerer Genauigkeit auszu- 
drücken gestattet, je größer s gewählt wird. Solche Funktionen 
sind Polynome der Koordinaten x, y, femer die Sinus- und Kosi^ius- 
funktion, was Fourierreihen ergeben wQrde, und scblieQlicb auch 
Normalfunktionen andrer schwingender Gebilde, z. B. von elasti- 
schen Stäben (Stabfunktionen) usw. Die zuletzt genannte Form 
wird hier als geeignetste benutzt. Aus Sjmmetrieeigenschaften 
und anderen Gründen läßt sich schließen, welche speziellen Funk- 
tionen aus einer solchen unendlich großen Schar von Normalfnnk- 
tionen für den Ansatz (32) in Betracht kommen, und es bleibt 
dann nur noch die Aufgabe, die EoefEizienten «j, Og . . . so zu be- 
stimmen, daß die potentielle Energie ein Minimum wird. Das 
kommt aber auf die LOsung des vorhergena nuten Minimumproblems 
mit der Nebenbedingung ( /w**(ia;(iy = konst = A hinaus, da 
die Kormalflinktionen diese Bedingung (und die zweite Ortho- 
gonalitätsbedingung j iw^w*äxdy = für m > n) erfüllen 
müssen. Die Bestimmung der s Koeffizienten Hj . . . o, erfordert hier- 
bei die Lösung einer algebraischen Gleichung s"" Grades für 1, 
aus der sich die s kleinsten Werte der unendlichen Zahl von Wer- 
ten dieser, die Schwingungszahl bestimmenden, Größe ergeben. 

Durch Einsetzen des Wertes mi,,,* aus (32) in den Ausdruck 
(4) in Nr. 61 für die potentielle Energie Y wird F zu einer Funk- 
tion der a^. . .a,. Läßt man den hier belanglosen Faktor vor dem 
Integralzeichen in Y weg, so muß nunmehr das übrig bleibende In- 
tegral J, (s. Gl. (33) auf nachstehender Seite) ein Minimum wer- 
den, während zugleich das Integral') U, (s. Gleichung (34)) kon- 
stant sein soll. 

I) Die Größe Ü bedeutet hier nicht wie früher die kinetische 
Energie; jedoch hängt sie offenbar mit )hi eng zusammen. 
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(33) 



^=jJ|V(S)'+V(^)"+- 



+ 2 o, o, ^*' ^'^i + 2 o, a, ^^ ^ H 

r o r i^''''. Ö'*i , a'i/>, 9'l|t, , S'ii,d'% 

' "^L ' ox' dy' ' ^^ 3*' 9y' ' ■ 3a;' 3y' 
, „ „ 3'if>, a**, , j0'*, S'^, 



(34) 



' ^ 'dxdy(}xds '■^dxdySxdy ' J) * 

I -j- 2o,ajiffiiJf( + 2a^Ojif'ji|jj -j ]dxdi/ = konst. 



Wird IT,, mit dem unbestimmten Faktor — l^ multipliziert, zu 
J, addiert and nun die Kechnungsregel der Variationsrechnting 
aaf diese Summe J, — il, U„ die ebenfalls ein Minimum werden 
muß, angewandt, indem man statt a^, a^ . .. a, -|- da|, Oj + ^Aj, . . . 
setzt, so erhält man zur Bestimmung der 01,0^.. .a, und A, die s 
Gleichungen 

P"*) 8i;-*.j^-°' 3^^'-8s-°' ■••si;-^'8i:-''- 

Diese Gleichungen sind linear in den Unbekannten ay...a,\ 
denn die Funktionen J, und 77, sind quadratisch in diesen Größen. 
Sie sind außerdem homogen, da Glieder ohne einen Faktor a nicht 
vorkommen. Nun können aber s homogene lineare Gleichungen 
mit s Unbekannten nur erfüllt werden, wenn die Determinante 
ihrar KoefSzienten Null ist, sonst sind die Gleichungen Oberhaupt 
nicht miteinander verträglich, Führt man die Differentiationen io 
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(35) auB und ordnet die Auedrücke nach den a, so kann man das 

Gleicbungssyatem (35) gehreiben 

(36) ^{''/'"'^.^s''')«p = fttr g-l, 2...S, 
oder ausgeschrieben 

(.,m- f.i'ig«, + (V - wo«, + ■ • • 

+ («.'" -W"'.)«.-« 

(36a) +(„m_pmi_)„__o 



(.,l->-p,l-)l.)o, + Wl-WU.)a,+ -.. 

+ W'-W"i,)».-o- 

Die Det«rmiaantei]gleichung ist also 

o,i'i-(i,rai., o,i')-fti'U, «."i-ft"'J, 



(37) 



"-W'i.. «."'-W'».. ■■■• «."'-A'"'i, 

m eingefBhrtou koostanten Koeffizienten haben die Werte 

V -"• "JJ \di' 8i' + «j- i!i''^f"sx- sy 

|3^W = ^j!") ^jy^^^^dx dy. 



Sind die Funktionen ^ „Normalfunktionen", so vereinfacheii 
sich sämtliche Glieder der Determinante außer denen der Hauptr 
diagonale, indem die ^b.'"'~'^„''"' = werden, wenn m + M ist. 

Von den s Wurzeln dieser Determinante ngleichung !<'*, Ij-"' . . . 
entopricht die kleinste der Grundschwingung (l. Partialschwin- 
gung), die nächst größere der 1. Oberschwingung (2. Partiai- 
schwingung) uaw. Zu jedem dieser A, erhält man durch Auf- 
lösung der Gleichungen (36 a) ein System von Koeffizienten Oj, 
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a^,...a, und damit mittelst (^3 2) eine (augenähert richtige) Normal- 
fuuktion tp*, nämlich tCi',* fax die Orundschwingung, k^* für 
die 1. Oberschwingnng nsw. Der Index s boEcichnet dabei immer 
die znr Berechunng benutzt« Anzahl Glieder der Beifae (32), dnrch 
welche die Normalftinktion der schwingenden Platte u>* nähernngs- 
weise dargestellt wird. Mit wachsendem s wird die Annäherung 
besser, daher kommen die Wnraeln lj^\ Ip'^ . , . den wahren Werten 
1^% 1*^ . . , immer näher, je größer man s wShlt. Gm so omständ- 
licher wird aber auch die Recbnang. 

67. Form der br&uohfaareii Fnnktdoneii. EoeMsieiiten- 
bereotmuDg für die gnadratisohe Platte mit fteiem Bande. 
Statt der bisherigen Bezeichnung der I<\inktionen if und der Koef- 
fizienten (I mit einem einfachen Indes soll von jetzt an die mit 
Doppelindex benutzt werden, da die i(i und a von zwei Koordi- 
naten abbäogen. Femer sollen fOr die ^ sofort Prodnlcte aus je 
zwei Normalfionktionen des schwingenden Stabes eingesetzt werden, 
so daß man eihilt 

/A = 0, 1, 2 . . .\ 
(39) ♦.. = -.(.)■".« C = 0,l,2..) 

+ ^n«.(^K(y)+---5 

M und V sind die gleichen Funktionen, nur von verschiedenen Ko- 
ordinaten abhängig, und, zur bequemeren Unt«rscheidung auch 
ohne beigefügtes Argument, mit verschiedenen Buchstaben be- 
zeichnet. 

Die Auswahl der branchbaren Funktionen m und v läßt sich 
nach Symmetrieeigenscfaaften ausfahren. Aus der Form der Glei- 
chungen (8) bis (10) in Nr. 63 folgt, daß auch «}{—x, + j/) eine 
Lösung ist, wenn w (+ x, -\- y) eine ist, und zwar gilt fiir beide der- 
selbe Wert i, d. h. dieselbe Schwingungsfreqnenz. Entpricht nun 
tc einem einfachen Ton, d. h. einem Ton, dem nur eine einzige 
Schwingungsfigur der Platte zugehört, so folgt, daß w( — x, -|-y) 
mindestens dem absoluten Werte nach gleich w(+x, +^) sein 
muß, sonst könnte man dui-ch Vertauschung der positiven mit der 
negativen ;r-Bichung eine zweite, mit der ersten nicht zur Deckung 
zu bringende Schwingungsfigur konstmieren, welche demselben 1 



(40) 
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(derselben Frequenz) entspricht. Dann hätte mau aber den nach 
Yoraussetzimg ausgeschlossenen „Doppelton" statt eines einfachen. 
u>(—x,y) kann sieh also von u>{-\-x, +j/) höchstens durch das 
Vorzeichen unterscheiden. Ist dieses ungleich, so ist w{x,y) in 
bezug auf die ^- Achse eine ungerade, sonst eine gerade Funktion. 
Das analoge gilt für die Symmetrie um die a^-Ächse. D. h. also: 
einfachen Tönen entsprechen Funktionen, die sowohl 
in bezug auf die a;- Achse, wie in bezug auf die y-Achse 
(die beiden Mittellinien des Rechtecks) gerade oder un- 
gerade sind. 

Für die quadratische Platte kann man noch weiter gehen. 
Vertauscht man hier die Bezeichnungen x und y, so ändert sieh 
die Form der Gleichungen gar nicht. Also muß w{y, x) ebenfalls 
eine Lösung sein, die zu demselben X wie w{x, y) gehört und sich 
TOn w(a;, y) höchstens durch das Vorzeichen unterscheidet. Daraus 
folgt aber sofort: einfache Töne (quadratischer Platten) 
entsprechen Funktionen, die in bezug auf x und y sym- 
metrisch oder antisymmetriach sind. Im ersten Fall ändert 
sich das Vorzeichen von w nicht bei Vertauschuag von x mit y, 
im zweit«n ändert es sich. 

Mehrfache Töne können durch Superposition solcher einfachen 
Lösungen erhalten werden. 

Aus dem Gesagten ergibt sich, daS bei einfachen Tönen die 
Funktionen if'j^;^ und i[>^jimmer zu bestimmtenOruppen vereinigt auf- 
treten müssen, und daß ihre Koef&zienten entweder vollkommen 
gleich oder nur durch das Vorzeichen verschieden sind. Ist die 
Schwingung, d. h. die Punktion w'^j, symmetrisch in bezug auf x 
und y, so ist in der Beihe (40) überall A^^^ A^,^; ist sie anti- 
symmetrisch, so ist in (40) Ä^^ — — A^,^. Ist weiter «.'„, in bezug 
auf beide Achsen gerade, so können nur Glieder mit geradem h 
und Ä vorkommen; ist w*^^ ungerade in bezug auf beide Achsen, 
so können nur ungerade h und h vorkommen usw. Man kommt 
also allgemein zu Gruppenanordnungen der Glieder von der Fonn 
"4(^)''*(^)±"*(^)''4(y)T wobei das -|-Zeichen für symmetrische, 
das — Zeichen für anti symmetrische Schwingungen gilt. 

Nachdem so die in jedem besonderen Falle branchbaren Funk- 
tionen lijx), Vt{y) ausgewäblt und zu passenden Gruppen ver- 
einigt sind, müssen noch die Werte der Koeffizienten Ay^ berechnet 
werden. Das geschieht nach dem im vorhergehenden (Nr. 66) fttr 
die Koeffizienten o^, Oj . . . skizzierten Verfahren, nur sind die Be- 



5yGOC>^lC 



7. Kap. EigenBchwiuguDgen von Platten 



zeicbnongeu wegen der Dappelindizes etwas anders zu w&hlen. 
Das Wesentliche des Verfahrens besteht in einer solchen Bostim- 
nang der EoefSzienten A^^ daß der Ausdruck w*,,, von Ql. (40) 
die potentielle Energie Y za einem Minimum macht. Zu dem 
Zweck müssen die Ol. (36 a) gelten, die hier die Form annehmen 



(")• 







-f^Q^o. + i'T- 


-«•>.)A,-^■■ 
'W'.lA.-o 

-ff«QA.-o 






(*l- 


-«l'".)A. + Wv'- 


+W."- 


-«'0A. + -- 
-ft',"OA.-o. 



Daraus folgt die der Gl. (37) entsprechende Gleichung, indem 
man die Koeffizienten der Gräßen Aq^, ^gi . . . A^^ als QUeder 
der verschwindenden Determinante hinschreibt. Die Qrößen a^, 
«ä'* ■ ■ -. ^8!?'. ^ä*' ■ ■ -. ^ie den Größen (38) entsprechen, sind in 
der Schreibweise mit Doppelindex (kk statt m, pq statt n) 



Bei Ausfnhrung der Integration ergibt sich zun&chst, daß alle ß 
verschwinden, für welche der Index pg^^^hle ist. Daher wird die 
Determinantengleichung einfacher 
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(41.) 



■ff'-«'».. «', «sr ■ ■ ■ «ir 



*'■ <■', .i-."....iv'-p 

Zur Berechnung dieneu folgende Formeln 
f^//' = 0, wenn Jjg + Äft ist. 



(43) 



C -/ JfV'Oy -J f«l(.x)i>l(!l)d„d,-!^- 



(44) 



1"** -»'['»*,'»,* + »p*«*«] + 2(1 — f*)npn,, 

die HilfsgrSßen y und q> bestimmt Bind als 



(45) 



'"P J dx dx ' '^ J 2i" ' ' 



bezw. die gleichen Integrale mit i7^, n und y als Integrations- 
Tariablen*}, Je nachdem A und p (bezw. ft und g) von gleicher 
Parität (d. h, beide zugleich gerade oder beide zugleich ungerade) 
sind oder von ungleicher Parität (d. h. eines gerade, das andere 
ungerade), erlült mau 

1) Die gleichen Rechnnngen und Formeln gelten auch für recht- 
eckige Platten mit den Kanten o (parallel x) und 6 (pacaUel y) statt 
der quadratischen Platte mit der Kante f. Nni sind in den Inte- 
gralen mit X als In tegiationa variable die Grenzen — nnd -|- v-, 

in denen mit y die Grenzen und -f- - einzoBetaen, so daß 

fht'^fki """^ "v^""*« "^' *""'' wenn die Indizes ftj> = ig sind, 
da h und p zn x, i und g zn y gehören. Inshesondere wird aber 
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(46) 



yxp='0, wenn h und p verschiedener Parität sind; 

Sm^m (mj — ml) 
approz. 7^-— 'ff - v , wenn h und p>2; 

T(-i-"}) 

wenn li gerade; 

mlfsin'*^" + »in»^*) 8m,sin'^*®in'^*et8 ~^ 



H 



a I ( ©in* g'' - »in' - 
1 k ungerade; 



nein'- 



approi.j',j-^ + ^, 



Mit wenigstens 27d Genauigkeit gelten diese Formeln aneh 
für h—2,p — 2. Mit derselben Genauigkeit (2%) ist auch 



Ferner ist 



"*/i 



1 h und p verschiedener Parität; 



("■) 



C-J«;dzß',d,-^-^ 



("■) -JT - S-T + lp 1 + äf".."« + 2(1 - rtn.?..- 
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(47) 



approi, ».,-« i(,.j-„ 4)" . 
wenn h und p gleicher Parität und beide > 2 sind; 



(47.) 



(48) 



wenn h gerade; 

»|(®1»'1' + "»*"*) 2»'.>i"'"*®in''5*«t9'J' 

neun A UDgerade; 

0)^ = 0, 0*1, =0; 

approx. Mjj = — ^^ + ^, wenn ft>2. 
Mit wenigstens 2% Genauigkeit gilt 

.,P = , ö,,„ = (- 1) » ^ j"^ , wenn ft gerade, 

'^ho "" ^t wenn A ungerade, 
i,p — 0, o)j, = (— l)* 4 1^3 —^j— , wenn A ungerade 
o)j, = 0, wenn fi gerade. 
Der Koeffizient a, der hier vorkommt, hat den Wert 

( — l) * , wenn h und j) gerade, und beide > 2, 
— ( — 1) ^ , wenn A nndp ungerade und beide ^ 3. 



68. Bereohnung der FreguenEparametei X und Zformal- 
fonktion tv* ffir einfache und Doppeltöne. Für die zahlen- 
mäßige Berechnung der 1, stellt man am besten erst die Gleichungen 
(41) selbst auf, da sich dieselben meist Tereinfachen, weil je nach 
den Symmetrieeigenschaften entweder A^^ = j1^ ^ oder A^^ — — Jjj 
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ist Qsw., so dafi die Anzahl der Glieder dieser Gleiclmn^n und 
damit auch der DetenniuaDte (41ft) sich Terringert. Ein Beispiel 
fiir den Fall in x und y ungerader, aber symmetrischer Scbwin- 
gnngen, eu denen z. B. anch der Gnmdtou der Platte gehört, ist 
TOD Ritz ausführlich mitgeteilt. Die uumerische Berechnung der 
Determinante wird dadurch erleichtert, daB die GrdSen af^\ die 
in der Hauptdiagonale stehen, viel größer sind und mit h un4 A 
schneller wachsen als die anderen Größen «4'". 
Es ist hier gesetzt 

(49) «'• = Al«i*'i+A««l«'» + ^l«»''i+^SB«8<'8 + AB«l% 

— ^M,Ü, + .4, («,», + «, tfi) + J, Mg P, + .ij(M^VB-f «Bf,) 

indem die Entwicklung bis zu Gliedern mit % und v^ fortgesetzt, 
die Beziehung A^^•~A^^ benutzt ist, und lur Vereinfachung Koeffi- 
zienten^ mit einfachem Index eingeführt sind. Setzt man ^Y'"^™^ 
wobei ß'^^' = y ist, so werden die zu lösenden Gleichungen hier, 
wenn die Poissonsohe Elastizitätszahl ft=0,225 angenommen wird, 
(13,95 — i)J(, — 32,08^1 + 18,60^j + 32,08^, — 37,20 J, 
-t- 18,60^5 = 

— 16,04^0 + (411,8 - T)A, — 120,0^g — 133,6 J, + 166,8 J. 

-f-140Js = 
+ 18,60.4o — 240^1 + (1686 —X)^ - 218,0^3 - 1134^^ 

+ 330^5 = 
+ 16,04^ — 133,6 J, + 109,0 ^j + (2945 —I}^^ — *244^ 

+ 179^5 = 

— 18,60^0 + 166,8^1 — 567^ — 424 J, 4 (6303 — l)A^ 

-1437^5 = 
+ 18,60^0 + 280^1 + 330^ + 368^, — 2874^^ 
+ (13674-1)^6 = 0. 
Hierbei ist die halbe Quadratseite -^ als Längeneinheit angenom- 
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men, also ^^^ gesetzt; di« Größen Jl entsprechen den OrOBen —X 
in der bisherigen Bezeichnang. Statt l^g bezw. lg, durch welche 
Schreibweise der Grad (1er Annäherung an den wahren Wert des 
Frequenzparanieters gleich mit angegeben wird, der durch die 
Zahl der Glieder in (49) bedingt ist, wird X geschrieben. 

Die erste Wurzel i'^l gehört zum Grundton, die zweite l^ zum 
ersten Oberton mit gleichen Symmetrieeigenscbaften usw. Die 
Werte ii bezw. i, die sich hier ergeben, sind') 

ll^'= 12,43^4; i'"' = 378j*; i(ni>=1554pi i<") = 2945^; 

. Zu jedem dieser Werte von X gebort ein System der Koeffi- 
zienten A; z. B. sind die Werte für den Grundton 1 = 12,43 jg 



Ai = 0,03UAi; A^^ — OfiOiOA^; A, 0,0034J,; 

A^ ■= 0,001 1 ^ ; ^B = — 0,0019 ^0 . 
Das Glied mit A^ tiberwiegt also bei weitem, so daB die dem 
Grundton entsprechende Bewegnng mit großer Annäherung durch 
die einfache Funktion dargestellt werden kann, [vgl. (56a) in 
Nr. 63] 

(50) w* = AgU^Vi = Ä'^xy . 

Für den 1. Oberton mit gleicher Symmetrie, i*"' --^ 378 ^ , 
wird A^ der überwiegende EoefSzient, so daß in erster Näherung 
die Bewegung durch die (genEiherte) Normalfunktion 

(51) w* -J,(tt,vg + Ms«;.) = ^.(M,(3;)«,(y)-|- «,(1)^,(1/)) 

dargestellt wird. Die anderen KoefGzienteu A^,A^... sind nur 
Bruchteile von ^, . In allen diesen Ausdrücken ist natürlich einer 
der Koeffizienten A von willkörlichem Absolutwerte, dessen Größe 
durch die vorhandene Energie des Systems bestimmt wird. Fib" 

1) Wenn (i von dem Werte 0,225 abweicht, so ändern sich auch 
die angegebenen Weite der X. Für einige der Hauptachwingnugen 
hat Kitz .die Änderungen mitangeKeben, die entfliehen, wenn fi den 
Weit 0,82& -{- in annimmt; dp, muß klein sein gegen 0,2S6. 
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wettere Einzellieiten moB auf die Original arbeit tod Ritz ver- 
wies eu werden. 

Ähnliche Entwicktangen lassen sich für Schwingungen mit an- 
derer Symmetrie aasffihren. Sind z. B. die Schwingungen unge- 
rade and antisymmetrisch in Bezug auf x und y, so werden ia 
dem Ausdruck (40) von Nr. 67 die EoefSzientea .^^^ = und 
A»--A*; man «hält 

YemacblSssigt man wieder die kleineren Koeffi-zienten Ä und 
nimmt zur Charakterisierung der Schwingung nur das Hauptglied, 
so ergeben sich fAr die 1 der Schwingungen mit den Haup%liedem 
^'i^i^s-^H^i')' '*»'(«if&-W6»'i). A^'lusVi—UsV^)B.Dif,io-W6Tto 
als fBr die Schwingungen mit den Hauptgliedern Äi{u^v^ -i-u^v^), 
■^»("i^fi +%"!) "^i*^ A('*s''5"f''*5''3)- Diese Töne sind daher keine 
Doppeltöne. Das gü^ allgemein für Schwingungen, deren Indizes 
gleiche Parität haben. Anders ist es bei Schwingungen, deren 
Symmetrie die Einführung von Gliedern mit Indizes verschiedener 
Parität erfordert. Z. B. wird fär eine in x ungerade, in y gerade 
Schwingung der Ansatz 

mit den nach dem Früheren zu berechnenden Zahleawerten der 
Koeffizienten geht er aber in 

!«;(''*)= J^j[M^üg -}- O,O260mi (.'^ — 0,0682 u^v^ 
+ 0,0760mji;j — 0,0027ugZ>,-i-0,0073Msti„ 

wobei 



Der Koeffizient ^4,^ des ersten Grliedes ist gleich Xull gesetzt, weil 
dieses Glied, nämlich Eonst. x, nur eine Drehung der Platte im 
ganzen um die y- Achse darstellt, also die Form der Platte nicht 
beeinflufit. 

Genau dieselbe Entwicklung läßt sich aber auch ausfahren, 
wenn man x mit y vertauscht, d. h. wenn man die Platte um 90" 
dreht. Die Schwingung ist alsdann in x gerade, in y ungerade. 
Man erhält natürlich dieselben Zahlenwerte an entsprechenden 
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Stellen, insbesondere auch den gleichen Wert von l, ao daß man 
einen „Doppelton" bat. Die Normalfunktion ist 

'=Jgi[MjV, + 0,O260M4Vi— O,0682woi'j + 0,0760«,i;g 
- 0,0027«^«, + OfiOlSUf^v^ - 0,0112m, «s 
+ 0,0030M4i's]. 

Genau wie bei den Doppeltonen der Membranen können die 
beiden Schwingungen w{x,y) und w{if,x) gleichzeitig bestehen, 
sich übereinanderlagemd und zwar mit beliebiger PbaaendifFerenz, 
was durch Vorzeichen und Gröäeuverbältnis ihrer Amplituden 
Af^:A^^ zum Ausdruck kommt. Die allgemeine Schwingung mit 
der Frequenz, für welche i = 80,8 ■ -^ ist, nämlich 



(64) 



"■^^^A^^w 



kann dementsprechend unendlich viele verschiedene Klangfiguren 
besitzen, von denen drei charakteristische nach W. Qitz in Fig. 47 
dargestellt sind, die . 

erste für A^^ = 0, 
die zweite für 
A^i^^ — -^jii die 
dritte für Ajj=.0. 
Die „Pole", d. h. 
diejenigen festen 
Punkte, durch wel- 
che die Knoten - 
linien stets bin- 
durcbgeben, sind darin angedeutet. 

Die zahlreichen bei den verscbiedenen Funktionen w* mög- 
lichen Klangfiguren sind mit den zugehörigen Funktionen w* in 
der Ritzschen Abhandlung ausführlich zusammengestellt, müssen 
aber hier wegen Raummangel größtenteils weggelassen werden. 
Zum Teil sind sie den Klangfiguren der Membranen sehr ähnlich. 
Nur ein kleiner Teil der Figuren, und zwar fOr jeden Schwingungs- 
t}^ eine, sind in den Figuren 48 bis 53 hier dargestellt und die 
N^ormalfunktionen id* angegeben. Die Hauptglieder der Entwick- 
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luDg«n sind fett gedruckt, die Amplituden derselben gleich eins 
gesetzl 

69. Ztuommeiutellnng einiger Werte X nnd w* nebst den 
Elangflgoren. A. ScbwiDgungen ia x und j/ ungerade und 
Bjmmetriacli. 

I. örundton i= 12,43-^.') (Fig. 48.) 

tr — UjVj + 0,0394(m, V, + «3»,) — 0,0040«,!^, 
- O,0O34(Mitfj + «5P,) + 0,0011{«Bt'6 + «5«.) 
-0,0019«s«s- 
n. i — 378^. (Fig. 49.) 

,r 0,075m, i^, + («,«, + «3«,) + 0,173w3i;s 

+ 0,045(M,ri + «sf,)-0,015(«,t;s + %f,) 
— 0,029 «i^s. 

B. Schwingungen in x und 9 ungerade 
und antisymmetrisch. 

r. 1 — 316,1^. (Fig. 50.) 

w — Mj w,— «j tfj + 0,0002 (m^ P5 — M^r,) 

+ 0,OO33(ms«b-Ws1',). 

C. Schwingungen in x und ^ gerade und 
symmetrisch. Diese Schwingungen sind experi- 
mentell besonders leicht nnd zahlreich zu erzeugen. 

I". 1 = 35,73* . (Fig. 51.) 

w — «0 Vg + u^V„ — 0,0238 Wjfj 

+ 0,0130(Mot'i4-«4Po) 

+ 0,002G(M,i'^ + «,v,) + 0,0016«4i'4. 



/ 


\ 


\ 


/ 




1) Ritz gibt ale Zuiattglied —i-ip- noch die Änderung an, 
welche i erfährt, wenn man «fett jt = 0,226 den Wert 0,226 + dfi fflr 
die PolBaonicbe Zahl letst. 
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II". i=- 266,0-^. (Fig. 52.) 
w = 0,0122 («o", + «*j Vo) + «a t'i 

+ OtOeSOC«,!»« + %«,) - 0,0044M^fj . 
in X und j/ gerade u 

ntisyir 



metrisch. 
I'". i = 26,40 ^ . (Fig. ; 



»■) 




wj-=M„üj — MjWg— 0,0129(moV4~M4Vj) 
-0,0045(«,«.,-«,.»,). 
E. Doppeltdne. 

Die Indizes von u und v sind von verschiedener Paritat. 

Für den tiefst«n Ton mit ;i ~ 80,8 ist die I^'onnalfanktioa in 
(64) [bezw. (52) und (53)] schon angegeben, ebenso in den Fi- 
guren 47a — c drei verschiedene Formen der unendlich rielen 
möglichen Klangfiguren, die zu diesem Ton gehSren. 

Die Schwingungsfrequenzen n sind nach Gl. (31*) in Kr. 66 aus 
den Wei-ten von il zu berechnen. Sie sind der halben Flattendicke 
D und der Quadratwurzel aus l proportional, womit ihre Ab- 
hängigkeit von der geometrischen Gestalt der Platte erledigt ist; 
der noch verbleibende Faktor gibt die Abhängigkeit von den Ua- 
terialkon stauten an. 
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IV. Abschnitt. 

VerToUkommnete Theorie 
fOr offene gasgefOUte Hohlräume. 

8. Kapitel. 

Helmholtzsche Theorie der offenen Pfeifen und Itnbisclieii 
Resonatoren. 

70. Matliematiaolie Hilftmittel. Oreensoher IntegralsatB 
und EiTohlioff-HurgenBaohes Pringjp. Helmholtz^) hat die 

Theorie der teilweise von festen Wänden umgebenen Oasmassen 
(Pfeifen und Resonatoren) in viel allgemeinerer Weise behandelt, 
als es die elementare Theorie tut. Der Grundgedanke ist der: Man 
beschränkt die Betrachtung nicht auf die eingeschlossene Gas- 
maase, die in der elementaren Theorie wie ein abgeschlossenes, 
mit der Umgebung nicht in Energieaustauach stehendes System 
behandelt wird, sondern beräckaichtigt, daß durch die Öffnungen 
Dnergieaustausch stattfindet, d. h. daß Wellen hinein- oder 
hinauslaufen. Man nimmt also die Umgebung, die ÄuQenatmO' 
Sphäre, £um System hioKU. Es handelt sich nun dämm, solche 
Funktionen fp als Geschwindigkeitspotential ausfindig zu machen, 
die der allgemeinen Gleichung (33) in "Sr. 39 an allen Punkten 
des ganzen Raumes genügen, und die außerdem die Grenzhedin- 
gungen an den festen Wänden and in unendlicher Entfernung be- 
friedigen. Die Funktion tp kann in den verschiedenen Teilen des 
Raumes ganz verschiedene analytische Form haben; diese Formen 

1} E. V. Helmholtz, Theorie der Luftscbwingungen in BChien 
mit offenen Enden (Crellea Journal f. d. reine u. angew. Mathematik . 
Bd. &;. S. 1—32. 1860). — Abgedruckt io OBt'vraldB ElaBaikem der 
exakten WiuienBcbaften Bd. 80 (Leipzig 1896). In dieaem Abdruck 
sind die Dmckfebler de« Originals Korrigiert; außerdem enthält er 
Anmerkungen des HerauagebeiB, die das VeraLändma erleiobtem. 
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müssoD aber in den Grenzgebieten stetig ineinander übergeben, da 
<p im ganzen Baum stetig aein mnB, und aucb die Differential- 
quotienten oder Ableitungen von 9 müssen stetig sein. 

Für gewisse einfacbe Falle von Wellen- bezw. Schwingangs- 
bewegung, z. B. ebene Wellen und Kngelwellen, sowohl fort- 
laufende wie anch steheade, lassen sich nun LSsungen der Ol. (33), 
wie im vorhergehenden (vgl. besonders Hr. 41) gezeigt wurde, auf- 
finden, d. b. man kann für solche Bewegungen das ßeschwindig- 
keitspotential aufstellen. Wenn man nun die Gestalt der Begren- 
zungsflächen der Gasmasse, der festen Wände, passend wählt, so 
kann man es erreichen, daB in gewissen Teilen des ganzen zn be- 
trachtenden Raumes derartige einfache Bewegungen mit bekannten 
PotentialAinktionen <p mehr oder weniger genau verwirklicht sind, 
z. B. in einem Teil ebene, in einem anderen Teil Kugelwellen; 
dabei ist es zulässig, daB die eine Art, etwa die ebenen, stehende, 
die anderen fortlaufende Wellen sind. Stehende Wellen werden 
immer dort anzunehmen sein, wo der Zustand bereits stationSr 
geworden ist. Für die zwischen solchen bekannten Gebieten liegen- 
den Gebiete mit vorläufig unbekannt«r Form des Geschwindigkeits- 
potentials läßt sich nun mit Blicksicht auf die geforderte Stetig- 
keit von ip und seinen Ableitungen mittels gewisser allgemeiner 
Sätze der Potentialtbeorie die Form und der Wert des Potentials 
aus den Werten in jenen Gebieten ableiten. Dazu dient besonders 
der sogenannte Greensche Satz oder spezieller das Huygens- 
sohe Prinzip der Elementar wellen in der mathematischen Fassung, 
die G. Eirchhoff für dasselbe aus dem Greenschen Satze ab- 
geleitet hat. 

Der Greenscbe Satz bietet ein Mittel, um gewisse Integral- 
ausdrücke in andere, passendere Formen umzugestalten. Es seien 
H» und W zwei beliebige skalare Punktionen des Ortes und der 
Zeit, die in dem iu Betracht kommenden Baum mit ihren Diffe- 
rentialquotienten im allgemeinen endlich und stetig sind. Nur in 
einzelnen Punkten oder Flächen dürfen sie selbst und ihre Ab- 
leitungen unstetig oder unendlich werden. Bedeutet dr ein Raum- 
element, da ein Oberflächenelement der den Raum umhüllenden 
Fläche, n die nach dem Inneren des Raumes gerichtete Normale 
des Oberfläche nelementes da, und ist A<I> der zweite Lamesche 

2>$ d'$ d'^ 
Differentialparameter von <P nämlich ^H»-^ a '"^ 3~i ''" 5~f ' ^" 

lautet der Greensche Satz: 
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(1) J{VAO- <I>AV)dx=J (<Z>||^— l'l*)«!« 

oder mit anderer VerteiluDg der Glieder 

(la) fv^d0-i-fvd.<I>dx'^J^^da+J0Al'dv. 
m fi (") « 

Aus dieser Form des Satzes lassen sich noch andere, in be- 
sonderen Fällen brauchbare ableiten, z. B. indem man in (la) 
beiderseits h* l i]>'Pdt addiert, die später zu benutzende Form 

11 V^da+J 1'(A*-l-fc»«)ÄT 

Darin bedeutet k eine Konstante. Sind z. B. (P und ^ Funk- 
tionen, welche der Differentialgleichung der „Normalfnnktioneu" 
(37) in Nr. 40 

(3) A<P + fc'*-0, A'P + k'W=0, 

gehorchen, so vereinfacht sich die Ol. (2) durch Fortfall der zweiten 
Glieder beiderseits ganz erheblich. Dasselbe gilt für die Gl. (la}, 
wenn d) und W der Laplaceschen Gleichung AO'^O des ge- 
wöhnlichen Potentials genügen. Man erhalt in diesen Fällen die 
Gleiohui 

(2a) 



(2) 



/"-n^-Z^if^-o. 



Mittels des Greenschen Satzes hat, wie schon bemerkt, Kirch - 
hoff das Hujgenssche Prinzip der Elementarwellen mathe- 
matisch streng formutiert. Das Prinzip besagt: wenn man in einem 
von Wellen erfflllten Raum den Schwingungszustand auf irgend- 
einer geschlossenen Fläche kennt, die man ganz beliebig konsbru- 
iereu kann, ho lassen sich daraus die Yoi^änge an jedem Punkt 
dieses Raumes ableiten. Der physikalische Grund dafür ist der, 
daß jeder Punkt dieser Fläche — überhaupt jeder Punkt des von 
den Weilen durchsetzten Baumes — als Ausgangspunkt einer 
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Kugelwelle gelten kann, die von ihm als Erregungsmtttelpunkt 
aosgeht Die Summe der gleichzeitigen Wirkungen dieser einzelnen 
Elementar wellen an irgendeinem Punkt ergibt den jeweiligen Be- 
wegungsznstand daselbst. Auf das Problem der offenen Pfeife an- 
gewandt, heißt das: Wenn man den Schwingungszustand in irgend- 
welchen Teilen des Baumes kennt, z. B. im Innern der Pfeife und 
weit entfernt im Äufienraum, so kann man fßr das zwischen- 
liegende Gebiet die Bewegung daraus ableiten. Es ist jedoch be- 
quemer, dazu direkt den Greenscben Satz zu benutzen, als den 
in seiner mathematischen Fassung etwas umst&ndlichen Kirch- 
hoff-HHygensschen Satz. 

71. Gestalt der Bdhre im allgemeinen. Form des Oe- 
sohwindigkeitspotentials. Um danach die Wellenbewegung in 
einer offenen Röhre zu behandeln, macht Helmholtz folgende 
Annahmen aber die Form der Bahre: 

1. Die Form der Bohre sei im allgemeinen zylindrisch, 

2. Nur anf einer kleinen, d. h. gegen die Wellenlänge des Tones 
kleinen Strecke von der Mündung aus gerechnet, darf die Gestalt 
von der zylindrischen abweichen; es wird also eine trompeten- 
artige, trichterförmig erweiterte oder auch eine nach der Mündung 
zu verengte Form mit eingeschlossen. 

3. Die Dimensionen der Öffnung sollen ebenso wie die Länge 
des nicht zylindrischen Teiles der Bdhre klein sein gegen die Wel- 
lenlänge. 

4. Die Mündung der Bohre liege in einer festen ebenen Wand, 
die sich nach allen Seiten unendlich weit erstreckt; es wird also 
praktisch eine Pfeife mit breitem Mündungsflansch betrachtet. 

Diese Ebene sei die ye-Ehem, die Bohre liege auf Seite der 
negativen x, die Btihrenacbae sei negative x-Ächse. Der Eoordi- 
natenanfangspunkt liegt also in der Mitte der Böhrenmündung. 
Auf Seite der positiven x sei der Luftraum unbegrenzt. Ist k eine 
endliche Eonstante, so wird nach Annahme 3 ky und ke klein 
gegen 1, wenn y und z Koordinaten eines Punktes der Röhren- 
mündung sind, und kx wird klein gegen 1, wenn x einem Paukte 
desnichtzylindrischenTeile3derBöhrenwandangehört(vg].Fig.54). 

Über die Natur der Bewegung werden folgende Annahmen 
zugrunde gelegt. 

5. Im Innern der Bohre ist irgendwo ein Abschnitt, in dem 
eine ebene stehende Wellenbewegung vorhanden ist, gerade so 
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wie es in der elementaren 
Theorie fttr die ganze Böfare 
angenommen wird. 

6. Auf Seite der positiven 
X denke man sich zwei Halb- 
kngelfiächen von sehr grofiem 
Radins konstralert, deren Hit- 
^i telpnnkt der Koordinaten Ur- 
sprung ist In dem Gebiet zwi- 
schen beiden sollen nach auflen 
forUanfende Halbkngelwellen 
Torhanden sein. Jenseits der 
äüBeren dieser beiden Halb- 
kugeln kann noch ein Gebiet 
' liegen, WO die Bewegung erst 
- beginnt, dag also noch nicht 
' von Wellen durchzogen ist. 

7. Zwischen der Region der ebenen Wellen in der RShre und 
der Region der Halbkt^l wellen im Gebiet 6 soll sich eine statio- 
näre stehende Wellenbewegung ausgebildet haben. 

Das Geschwindigkeitspotential hat somit für diese drei ver- 
schiedenen Gebiete folgende verschiedene Fonneo. 
Im Inneren der Röhre (Gebiet 5) 






ng. u. uiBguiihiitu d 



W 



- ( j sin *i -|- B cos ixj c 
+ [^ sin kx -\ 



i2iiNt 



yskx)sia2itm. 



A, B, St, 89 sind vier Integrationskonst&nten, die passend be- 
stimmt werden mflssen. Diese Form, die allgemeinste Form des 
Gescb wind igkeitspotenti als für stehende ebene Wellen ergibt sich 
als LSsnug der Gl. (3) in Nr. 70, wenn man 'P in bekannter Weise 
in ein Produkt «F'" ff''' zerspaltet. Für V^'^ muß dann die Diffe- 
rentialgleichung der Kormalfunktionen ebener Schwingungen gelten 

(4-) ^»^' + *.^.) = 0, (..J.?^) 

die ein Spezialfall von Gl. (3) ist, und deren allgemeine Lösung 
•pl') eben die Form der beiden KlammergröBen in (4) hat; V^'> 
kann gleich sin 2nNt und gleich cos 2nNt sein, im altgemeinsten 
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Falle also gleich der Summe beider Funktionen, jede mit einer 
von t unabhäagigen Nonnaifunktion f''''' multipliziert, wodurch 
die Form der Gl. (4) heraua kommt. Die vier Konstanten dieser 
Gleichung köAnen aaf drei verringert werden, indem maii den An- 
fangspunkt der Zeit passend wählt. Wenn man nämlich ( '= f ' -|- ^ 
setzt, die trigonometrischen Funktionen der Winkelsummen auf- 
löst und alle Glieder wieder zu zwei Gliedern mit den Faktoren 
. cos 2nlft' und sin 2^N't' vereinigt, so kann man durch geeignete 
Wahl des willkürlichen t,, bewirken, daß im Faktor von sin 2«JVi' 
ein Glied mit sin kx nicht mehr vorkommt. Schreibt mau nnn 
wieder t statt t', so hat ins Geschwindigkeitspotential die ein- 
fächere Form') 

(4a) W'^{j8iakx + B(soakx\cos27tNt-i-^co8kx8\n27tNi. 

Zwischen den beiden Halbkugelfl&cben im Änßen- 
raume (Gebiet 6) siud nach außen fortschreitende Sinuswellen 

vorhanden, also hat 'P daselbst die Form 

(5) V=-cos(kf~2nNt) — ^äa(k^~2nNt). 

Das ist dieselbe Form wie Gl. (45) in Nr. 41, nur ist k statt 
-j-, 2« W statt ~j— , JK" statt A", — M^ itAÜA', (/ statt r gesetzt; 
Q ist der Radiusvektor vom Koordinatenursprung bis zum Aufpunkt 
im Gebiet 6. Die Größen M und.^j sind anabhängig vom Be- 
trage des Radiusvektors p, abermögl icherweise abhangig von seiner 
Richtung, d. h. von den Winkeln, die q mit den Koordinatenachsen 
bildet.») 



1) Helmholtz nennt die aekunditehe SchwiDgangszahl n, wofür 
hier N gesetzt ist, um Übereinstimmung mit unserer aouatigi'n Be- 
zeichnung in diesem Buche zu bewahren und um Yeiwech gelungen 
mit der Bezeichnung n als Richtung der Wandnormate zu vermeiden. 
Hier bedeutet c die Schallgeecbwindigkeit, m sonst die EreiEfrequenz. 

2) Die Annahme, daß M und Jf, von den Winkeln 9 und to (rgl. 
Nr. 41) abhäogen, ist für eine Kngelwelle, die von einem b^rregungs- 
punkt ausgeht, naturlich nicht zulässig; denn in der Ableitung des 
PotetitiaU der Eugelweilen wird ja gerade die Unabhängigkeit aller 
Größen von der Richtung, und Abhängigkeit nur vom absoluten Be- 
trage des Radiusvektors r vorausgesetzt. Sind aber mehrere Erce^ungs- 
punkle vorhanden, die jeder eine Eugelwelle von der Form der 01. (40) 
in Nr. 41 und von gleicher Frequenz N aussenden, so erhält man 
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Im Gebiet 7 endlicb, wo steheude Wellen angenommen wer- 
den, hat ^ die Form 
(6) W—^-eo9 2«m+W**sm27tNt, 

wo W* nnd 3^** unabhängig von (, aber abhangig von den Ko- 
ordinaten sind, and in diesem Gebiet der Gleichung der Normal- 
fnnküonen [Gl. (3) in Hr. 70] genügen^ übrigens wird diese Glei- 
chung (3) Ton allen drei Werten des Potentials *f (4), (5) und 
(6) erfallt, von (5) allerdings nur, wenn M und 3f, konstant und 
nicht Ton der Richtung des Badinsvektor abhängig sind. 

Zu der Bedingung (3) kommt noch die Grenzbedingung, welche 
ausdrückt, daß au den festen Wänden die Luftteilchen sich nicht 
senkrecht zur Wand bewegen können, nSmltch 

(') H-o 

an allen festen Wänden, wobei » die nach dem Inneren des Lnfl;- 
raumes gerichtete Wandnormale sein soll. 

Für die in der Anmerkung auf voriger Seite besprochene Um~ 
formung der Potentiaisnmme in die Form (5) ist Übrigens Voraus- 
setzung, daß alle Qrregungspunkte im Endlichen liegen. Sind sie 
also auf irgendwelchen FlELchen angeordnet, so dürfen sich diese 
Fischen nicht ins unendliche erstrecken. Die Eiregungspunkte 

amme der Teilpotentiale det einzelnen 

= N' -5- Bin (fcr„ — 2 « JVi) + -^ cos (tr^ — 2wÄ(), 

wobei die r^ die EntfemuDgen des Äufpunktes von den einzelnen Ei- 
regnugapankten bedeuten. Liegt der Äufpnnkt in sehr grofier Ent- 
fernung yon allen Erregungaponkten, bo daß alle r. sehr groß weiden, 
so läßt sich dieae Summe näberungs weise in die Fonn der Gl. (5) 
bringen, wobei nun q die Entfernung dea Aufpunktee vom Koordinaten' 
Ursprung ist, und Jlf und üf, von der Richtung von q abhängen. Statt 
dessen läßt sich übrigens auch schreiben 

V — -coilko — 2xNt + c) für große p, 

e 

wobei K nnd c Funktionen der Winkel & und m sind. 
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können auch fiktiv sein; z.B. können als (fiktive) Erregungspnskte, 
von denen man sich Kugelwellen ausgehend denkt, die Spiegelbilder 
der wirklichen Erregnsgapnnkte in bezog auf eine feste Wand in 
Betracht kommen. Denn die an der Wand reflektierten Wellen 
der wirklioben Erregungspunkte scheinen von den hinter der Wand 
gelegenen Spiegelbildern jener Punkte herzukommen. Beide Arten 
von Erreguagspunkten zusammen, die wirklichen und ihre Spiegel- 
bilder als fiktive, ergeben durch Übereinanderlagerung der von 
ihnen ausgesaadten Wellen einen Bewegungszustand, bei dem 
dauernd an der als Spiegel dienenden festen Wand die Bedingnng 
^~0 erfllllt ist. 

Im allgemeinen müssen also, damit jene Umformung gilt, auch 
die festen Begren zun gs wände im Endlichen liegen und dUrfen nicht 
unendlich ausgedehnt sein. Der einzige Fall, wo dies dennoch statt- 
haft ist, ist der Fall einer unendlich anagedehnten Ebene, fOr 
welche x = ist, die also nach den über Form und Lage der 
Röhre gemachten Annahmen einen unendlich ausgedehnten Seiten- 
flansch an der Röhrenmündung darstellt. Da die Lösung desFroblems 
eine feste Begrenzung des Raumes fordert, in dem die Wellen 
verlaufen, und die eben geschilderte Begrenzung die einzige ist, 
welche die einfache Form (5) des Geschwindigkeitspotentials für 
sehr ferne Punkte gewährleistet, hat Helmholtz die angegebene 
Röhrenform mit Flansch gewählt 

73. Anwendung des Greensohen Satzes auf das Potential 
In den versoliiedenen Teilen dea BaumeB. Die Behandlung 
des Problems, wegen deren Einzelheiten auf die Helmholtzache 
Originalarbeit, am besten in der Ausgabe von Ostwalds Etassikern 
der exakten Wissenschaften, verwiesen werden muÖ, ist nun fol- 
gende: Es werden aus dem Gesamtranm, wie im vorhergehenden 
angedeutet wurde, einzelne passend gewählte Gebiete herausge- 
schnitten, die teils von festen Wanden, teils von nur gedachten 
Grenzflächen gegen die anderen Teile abgegrenzt sind. In jedem 
dieser Gebiete wird der Greensche Satz (l) bezw. (2) oder das 
aus ihm abgeleitete Kirchhoff-Huygenssche Prinzip auf das 
Geschwindigkeitspotential V angewandt, das für eine der beiden 
Funktionen O oder W in diese Formeln eintritt, während für die 
zweite Funktion jedesmal eine geeignete, im übrigen beliebig wähl- 
bare, andere Funktion gesetzt wird. 

I. Innenraam der Röhre von der Ebene der Mündung (z = O) 
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bis zu einer damit parallelen Ebene, welche in der Be^on der 

ebenen Welten liegt. Es wird 

(8) *— "F, (P — coBÄar 

gesetzt, welche Funktionen beide der Gleichaag (3) in Nr. 70 ge- 
ndgen. Also gilt hier der Greensche Satz in der Form (2a) Ton 
Nr. 70. 

Nun ist -Ä— nnr an der Händiing uud iu dem unten gelegenen 

Querschnitt der Röhre von Null verschieden, dort ist es gleich — -^ — , 

dV "^"^ 

hier gleich +^> denn die Nonnalenrichtung ist dort — x, hier 

-\-x. An dem fibrigen Teil der OberflSche des betrachteten Bau- 
mea, die von festen Wänden gebildet wird, ist -^ = 0. Also er- 
gibt sich dnrch partielle Integration über die ganze Obei'fläche ff*) 
aus (2 a) 

= — cos 2 amj-^da — sin 2«2f (J ^^ da 
+ Q(Ä cos hx ~- Bk sin kx) cos kx cos2itNt 
— Q^k sin kx cos kx sin 2nNt. 
Durch den darübergesetzten Horizontalstrich (z. B. ¥* und 
-^ — I aollen die Werte bezeichnet werden, die iu der Böhren- 
mündung gelten. Es sind offenbar die Bandwerte des betreffenden 



1) Im nnteren Qnersohnitt hat die zu integrierende Punktion, da 
sie nur von x, nicht auch von y und 2 abhängt, fOr alle Elemente de 
denselben Wert, also wird dort 



/•|l-=0= 



'Nvenu Q die Größe des Querschnitts ist. Ffir W ist dabei der Aus- 
druck (4 a), für $ coikx zu setzen. An der Mündung ist x^O, also 

* = 1, |- =0, und für «f ist der Anadrnck (9) zu aetaen, wo- 
durch die Werte ^f* und W** hineinkommen, die Funktionen von 
y und g sind. 
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Gebietes an der nur gedachten Trennungsfläcbe gegen das benach- 
barte. Gebiet. 

f Der Quotient =— — — ^ ist nnr am zjlindrischen Teil der 

Röhrenwand und in der Öffnung gleich Null. In dem innei-en 
Querschnitt) hat er den Wert — fcsinfta;, denn n ist dort mit +3; 
identisch; und an dem nichtzylindrischen Teil der Röhrenwand ist 

s— = 2~ ä~ = 5— OS p = — « sm fca; cos j3 , 

wenn mit ß der Winkel bezeichnet wird, den die nach innen ge- 
richtete Normale n mit der -)-x-Richtung bildet. Vgl. Fig. 5öa. 
Also wird 



PO) l-fj 



~ Q{A sin kz-^kB cos hx) sin kx cos inüt 
-§fcS5co8Äa:Binfta;sin2nW( 

— k coa 2nA'i /V* sin kx cos ßda 

— jfc sin 2 nSt Ap** sin kx cos jSda. 

Führt man diese beiden Integrale (9) und (10) in die Gl. (2a), 
den vereinfachten Greenschen Satz, ein, faßt die Glieder mit 
siu2wJ?i und ebenso die mit cos2jrJVi ausammen und setzt die 
Koeffizienten von Bin27C^f und coB2n^f einzeln gleich Null*), 
so erhält man folgende zwei Bedingungsgleichungen 

(11) AQ= /"-^ da — kf'P* sin kxcoaßda, 

(12) 0= f^^da — k /V**sinia;cosörfö. 

In beiden Gleichungen ist das erste Integral, wie durch den 
Strich über W* usw. angedeutet wird, über die Fläche der Mün- 
dung, das zweite über die feste Wand der Röhre zu erstrecken. 
Diese zweiten Integrale sind aber nur dort von Null verschieden, 
wo cos^ und sin Ja; von Null verschieden sind, also nur an den 
nichtzjjindrischen Teilen der Röhre. Bei rein zylindrischen Röhren, 



1) Dies ist die einzige Möglichkeit, nm die Gleichung für alle 
Zeiten zu befriedigen. 
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auch solchen, die oben bei a; = 
dnrch eine ebene Wand mit einer 
_ Uffonng verschlossen sind, wel- 
che kleiner ist als der B9bren- 
qoerscbnitt Q, (vgl. Fig. 55 b) 
fallen diese zweiten Integrale 
ganz weg. 

II. AuSeDraum auf Seite der 
positiven x, begrenzt von der 
gz-Tlheae und einer um den Ko- 
ordinaten at^pmn g koDstraierten 
Halbkngelfläche von grofiem 

Badina, die in die Region (6) der Halbkugel wellen fUllt (Gebiet 7 

von Nr. 7l). 

In diesem Raome soll die Punktion (P die Form haben 

(13) 0) = ^ cos (*r ~2xm) ■}- — cos (ftr , — 2nNt). 

Dabei ist r, die Entfernung des Punktes x, y, e, des Auf- 
punktes, für den da£ Potential ^ gilt, von einem gewissen Punkte 
dieses Raumes mit den Koordinaten a, ß, y; r„ ist die Entfernung 
des Aafpunktes von dem Punkte mit den Koordinaten — a, ß, y, 
der das Spiegelbild des Punktes «, ß, y inbezug auf die ye-Ebene 
ist. <P stellt somit das Geschwindigkeitspotential für eine von 
u, ß, 7 ausgehende und an der ^e-Ebeue reflektierte Kugelwelle 
dar. Der Punkt — a, ß, y, der fiktive En-egungspunkt des zweiten 
Kugel Wellenzuges, liegt übrigens außerhalb des hier betrachteten 



Wendet man nun den Oreenschen Satz in diesem von der 
^e- Ebene und der fernen Halbkugel begrenzten Baum auf die obige 
Funktion (& und das gesuchte Potential ^ an, das von der Form (6) 
sein muB, so ist zu berücksichtigen, daß zwar ^ in diesem Raum 
überall stetig und endlich ist, daß aber (P im Punkte a, ^, y wo 
r = ist, unendlich wird. Man muß also bei der Ausführung der 
Integrationen in Gl. (la) bezw. (2) den Punkt a, ß, y und seine 
unmittelbare Umgebung ausschließen, z. B. indem man eine Kugel 
mit verschwindend kleinem Radius um ihn herumlegt. Dadurch 
wird die Zahl der BegrenzungsöScben des Raumes um eine, n&m- 
lieh diese Kugelfläche, vermehrt, was bei der Auswertung der Ober- 
flächenintegrale in Betracht kommt. Man erhält mit Rücksicht 
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hierauf durch Ausführung der Integrationen die Beziehung, daß 
unter diesen Umständen der Ausdruck 






nicht gleich Null ist, sondern proportional dem Wert W^, den die im 
Punkte tt, ß, y stetig bleibende Punktion W dort besitzt. Bei der 
besonderen Form, die (P hier hat, wird der Froportionalitätsfaktor 
gleich 2ncos2niV(, so daB man in Gebiet 7 erhält 

(14) /V|^rf<J-r(p|^d5=2«'F„co8 27im. 






Durch Ausfllhrung der Integrationen an den verschiedenen 
Teilen der Oberfläche erhält man hieraus die Gleichung 

(16) (J-/|-?=fe=i^'d.-2»3..»,.2.m 



^-ß 



Hier iat das Oberflächeuintegral nur noch über die Mündung 
der Bohre zu erstrecken; ® bedeutet eine Konstante, die den Wert 
des Integrals über die weit entfernte Kugelfi&che darstellt. 

Führt man nun in (15) flir V seinen Wert nach Gl. (6) ein 
und löst die Kosinusfunktion der Winkelsumme nach den be- 
kannten goniometrischen Formeln auf, so erhSlt man links Glieder, 
welche Quadrate und Produkte von cosSn^t und eini'xNt ent- 
halten. Drückt man diese durch cos4n2V'f und sinlniV^ usw. 
aus, faßt die Glieder mit gleichem Argument der Winkelfunktionen 
zusammen und setzt danu einzeln gleich Null l) die von der Zeit 
unabhängigen Glieder, 2) den Faktor voncos 4«ifi, 3) den Faktor 
von smAnNt, so erhält man die drei Gleichungen 



" ' 2J dx T, 2J dx r, 

lündun 

I ist d( 

Goot^lc 



(16) 



Hier sind die Integrationen nur noch über die Böhrenmündung 
zu erstrecken. Durch die beiden letzten Gleichungen (16) ist der 
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Wert Ton ^ und ^P** für &lle Punkte auf Seite der positiven x 
gegeben, wenn die Werte toq -„— and - - - in der Öffnung der 
Bohre bekannt sind. Die erste der drei Gleichungen IftSt sich 
flbrigens aus den beiden anderen ableiten. 

Durch Einsetzen der aus diesen beiden Gleichungen (16) fol- 
genden Werte W* und WJ** in (6) erhalt man *f„, nämlich 

nNt) 

|----äi^. a« r. '' 

(17) 



I J_ /'g?'*' Bin (fei 






(18) 



und dies wird, wenn der Punkt a(5y in groBe Entfemmig rückt, 
und Polarkoordinaten 

B^pcosn, p = psinBCosO, y = psinM8in# 

eingeführt werden, durch eine der früheren (vgl- Anm. auf S. 303) 
ähnliche Umformung zu 

(17a) «f^ — cos (*e - ^itNt) - ^ sin {kq~ 2am) , 
wobei 

- hff^-^ '"''** ^ -£- ''''*') ^^^' 

B — y sin 10 cos # + 2 sin u sin #. 
Auch hier ist die Integration nur Aber die Mündung zu erstrecken. 
m. In derselben Weise wird der Greensche Satz auf einen 
Raum angewandt, der zwischen einem RöLrenquerschnitt im Ge- 
biet der ebenen Wellen und einer Halbkugelflßche im Gebiet der 
Kugelwellen liegt Für die Funktionen W und »P der Gl. (2) 
wird W* und W** gesetzt; da diese beiden der Ol. (3) genügen, 
so gilt hier die Gl. (2 a), und durch Ausfühiung der Integrationen 
erhält man 

(19) = A^Q + k fduJ'd&{M* + M,*)sin m. 
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IV. ZxUetKt wird der Satz noch angewandt auf den im 
Raum der Röhre von der Mttnducgsebene bis zu einem Querschnitt 
im Gebiet der ebenen Wellen. Für 'F wird V* und für 4> wird 
sinifcx gesetzt. Auch für diese beiden Funktionen gilt Gl. (2 a) 
und man erhftlt schließlich 

(20) QB +/"*"* cos kx cos ßda -f^^da = 0. 

(n) C) 

Das erste Integral ist über den nicbtzylindrischen Teil der 
Bfihrenwand auszudehnen, so weit daselbst cos |3 von Null ver- 
schieden ist, das zweite wieder über die Böhrenmündung. 

78. BereohDuiig der Eonatanteu in den FotentiEdwerten. 
Die so gewonnenen Beziehungen, die Gleichungen (11), (12), (16), 
(18), (19), (20), führen die Werte der Koeffizienten Ä, B, S, 
3f, jifj und die Werte der Funktionen "P* und 'i^** auf gewisse 
Integrale zurück, in denen nur die Werte vorkommen, welche ^* 
und y** sowie ihre Diflferentialquotienton teils in der Röhren- 
mündung selbst, teils iu dem nicbtzjlindnschen Teil der R9hren- 
wand haben. Diese Ausdrücke vereinfachen sich wesentlich, wenn, 
wie angenommen wird, die Dimensionen der Mündung und die 
Lange des nichtzjl in drisch en Teiles der Röhre verschwindend klein 
sind gegen die Wellenläi^e. 

In diesem Falle ist kt klein gegen 1. Vernachlässigt man 
GröQen von der Ordnung ke gegen 1, so gehen die Gleichungen 
(II), (12) und (18) über in 

(IIa) AQ-f^d<,, 

(12a) 0— I ^^dts — k* I y'**xcosßdw, 

(18.) M—lf^ä,— f^. 

Ferner reduziert sich der Wert von .3f, auf verschwindend 
kleine Gröfien, kann also neben M vernachlässigt werden und (19) 
ergibt, da M dann unabhängig von den Winkeln & und ta wird, 
(19a) AIÖQ 2nkM*. 

Ana (18) und (l9a) folgt 

(21) Sß_fcjlf__^, 
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and Khli«61ich ans (20) 

(20a) QB=J'v*äa'-J'v*coaßd(S, 

das erste Integral über die Offnniig, daa zweite Aber den nicht- 
zylindrischen Wandteil der Röhre erstreckt. B laßt sich hieraas 
nicht genauer hestimmen, nur seine GröBenordnong im Vergleich zu 
A l&Bt sich feststellen. ZunSchst ergibt sich aus den obigen 
Oleichnngeu, daß AQ = 27tM und tW* GrQ&en von gleicher Ord- 
nung sind. Aus (20a) folgt, daß QB gleich den Werten von W* 
integriert über eine FtSche von der GrGßenordnnng Q ist, also selbst 
von der Größenordnung W*Q ist Daher ist B von der GrOßen- 



c* ist. Das Verhältnis -r hängt von der Form der Uündung ah, 
aber nicht merklich vod Je, so lange die Lineardimensionen des 
Querschnitts Q und die L&nge des nichtzjlindrischen Teiles der 
Bohre klein sind gegen die Wellenlänge. 
Setzt man 

(22) B — ^tgka, 

wobei offenbar tgka von der Größenordnung hs, also klein gegen 
1 ist, und führt nun die Größen B und S nach (21) und (22) 
in den Ausdruck (4 a) in Nr. 71 fttr das Potential der ebenen 
Wellen in der Tiefe der Röhre ein, so erhält man daselbst 

(23) W -- j^^^än k(x - a) W8 H « m - ~^-- CQ3 kx sin 2 TiNt. 

Die zugehörige Potentialfunttion an den weit entfernten Stellen 
des freien Banmes wird mit dem Werte (21) für M nach (5) 
bezw. (17 a) 

(24) ^>—jg ■»"";""' . 

Hierbei bedeutet A eine willkürliche Amplitndenkon staute, 
und a eine Grßfie, die f^ jede Röhrenfonn besonders bestimmt 
werden muß, die sogenannte Mündungskorrektion. 

74. Lage der Euoteu und Bäuohe in der Bohre. Bedu- 
Bierts Böhrenlänge. Vornehmlich interessiert uns das Potential V 
im Innern der Bohre, weil aus ihm der Bewegungszustand daselbst 
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zu erschließen ist. Wie sich zeigt, sind dort ebene stehende Wellen 
vorhanden, aber die Schwingungsflgur, das Momentbild der Schwin- 
gung, wenn mau so sagen darf, in einem Längsschnitt der ßfihre 
hat nicht die .einfache Sinusform, wie bei der elementaren 
Theorie. Das kommt daher, weil die Grenzbediagungen an der 
öfToung andere sind. Die Grenzhedingungen am inneren RShreu- 
eude können übrigens noch beliebig gewählt werden ; es kann dort 
ein fest geschlossenes Ende sein oder die ebene Verschlufiplatte 
kann daselbst erzwungene Schwingungen ausfuhren, durch welche 
die Wellen in der Bohre erregt werden. Im ersten Falle muß die 
Erregung der Wellen im ÄuBenraum erfolgen. Nötig ist nur, daß 
die Erregung immer so beschaflfen ist, daß irgendwo im inneren 
Teil der Bohre ebene stehende Wellen entstehen. 

Aus dem Potential IsBt sich der Bewegnngszustand, die Stärke 
und Phasen der in der Bohre erregten Schwingungen für ver- 
schiedene Erregungsweisen ableiten; ferner läßt sich die Schwin- 
gungsfigur, d. h. die Lage der Maxima und Minima (Bäuche und 
Knoten) der Ciegchwindigkeit, der Verdichtung usw. und die davon 
abhängige Höhe der „Eigentöne" oder besser der „Töne stärkster 
Besonanz" der Bohre bestimmen. Die Geschwindigkeit ist 

(25) K^^=-^^^<ioa1c(x-a) cos 2jtm + ^^^ainkxmi 2 nNl. 

Dieser Ausdruck läßt sich schreiben 

(25a) «-|| = Jcos(2«y( + t), 



(26) 



^y^-^^SÄ^ 



Die Werte x = x', fflr welche J^ ein Maximum oder Minimum 
wird, ergeben sich aus der Gleichung ' 
k>QH 



(27) tg2ft(^'-«) = ~ 



_^e*. 



»2ka 



Daraus folgt wegen der Periodizität der Tangen sfunkÜon mit 
der Periode n, daß die x'-Werte um die Strecke 2X = "7"i ^ ^' '"" 
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eine ViertelwallenlSnge aaseinanderliegen. Ist x^ die kleinste 
Wanel der Gl. (27), bo sind s&mtliche Wurzeln dargestellt durch 

(28) .■-i;+a4-i; + ||. (a-0,1,2...) 

Daa ist dasselbe Resultat wie bei der elementaren Theorie, nur x^ 
hat eiueo anderen Wert als dort. Es folgt dabei natürlich immer 
auf ein Maximum ein Minimum usf., sodaB die Maiima um eine 
halhe Wellenlänge voneinander entfernt sind nnd ebenso die Minima. 
Die erste Wurzel x^, also die Entfernung des ersten Geschwin- 
digkeitsminimums (Knoten) von der Mündung, ist nicht gleich einer 
Viertel weilenlänge wie in der elementaren Theorie, sondern kleiner. 
Sie ist leicht zu berechnen, wenn man a kennt. Ist, wie inamer 
angenommen werden soll, h*Q eine uuendlich kleine Größe, so 
kann man nKherungs weise die rechte Seite von (27) gleich Null 
setzen und diese Gleichung wird dann einfacher 

(27a) tg 2k{x' — a)='0. 

Danach wird J' ein örtliches Maximum 

(^^) jwenn 21c{x' — u) = 2an, (a = 0,l,2...) 

lalso cosh(x' — a) =' ±_ 1 

ist; und J* wird ein (drtliches) Minimum 

I/^ = ^»^'cos»fc«. 
wenn 2ifc(a;' — «) = (2a+ l)n, (ö = 0, 1, 2...) 
also cos ft («' — tt) = 

ist. Die Minima (Knoten der Geschwindigkeit) werden also nicht 
Null, wie in der elementaren Theorie, sondern nur sehr klein von 
der Ordnung lc*Q. 

Daa erste Maximum (Geschwindigkeitsbauch) mit a^'O würde 
bei x' — ' u, also, da a positiv ist, bereits auBerhalb der Bohre vor 
der Mündung liegen. Es ist das die Stelle, welche in ihrem Be- 
wegnngszustaud der Mündungsebene in der elementaren Theorie 
entspricht. Rechnet man die Lage der Knoten nnd Bäuche von 
dieser Stelle a; = a, statt von der Mflndungsebene a; = ab, so er- 
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lüilt man die von der elementaren Theoiie her bskanaten Be- 
ziehongen. Helmholtz nennt die Strecke a~x die reduzierte 
Länge des Röhrenstüokea x*). 

Die Sofawittgungsphasen für Haximum und Uinimum 
sindversehieden, sie liegen um eine Viertelschwingungs- 
dauer auseinander. Dies Resultat weicht vollständig tou der 
elementaren Theoi-ie ab, bei der ja alle Paukte des ganzen Innen- 
raumes der Höhire stets gleiche Phase haben. Es folgt aus Gl. (25 a) 
und (36), A"! Orte der Maxima (Bäuche) der Geschwindigkeit 
wird n&mlich igt verschwindend klein von der Ordnung i?Q, da 
dort eo8i(a: — et}— ±1 ist; also wird die Phasenkonstante i—on. 
Am Ort der Minima (Kuoteu) der Geschwindigkeit wird nahezu 
tgr^oo, da dort cosfc(a; — o;)=>0 ist; also wird i— "(o + J)«, 

Ffir die Verdichtung s ergeben sich ganz entsprechende Sätze. 
Es wird 

s — r ^^ r- s'» H^ — w) sin 2 nNt 

c* dt ecoaka "• ^ 

AOk* 

-i-^^^CQakxcos2nm. 

Dies läßt sich schreiben 

(31 a) S = i sin (2jrJV"* + 1), 



(32) 



'W^ 



tgl* 



t'ka 
k'Qcoaixtx 



gesetzt wird. Die BediDgungsgleichung fOr die Lage der Maxima 
und Minima von L'_ ist dieselbe wie für die von JK Die aus- 
gezeichneten Werte der Verdichtung fallen also mit denen der Ge- 
schwindigkeit zusammen, aber in der Weise, daß örtliches Maxi- 
mum der Verdichtung auf Minimum der Geschwindigkeit föUt and 
umgekehrt*). 

1^ Dabei ist zu beachten, daß die BChre hier auf Seite der ne- 
gatiTen x liegt, so daß also — x eine positive Größe, a — x also die 
Summe zweier poeitiven GrOBen ist. 

8) Nach Anmerkung 31 in der Oatwaldachen Klaaeikerauagabe 
der HelmholtzBcheu Abhandlung folgt dieae Reziprozität am einfach- 
sten daraus, daß der Wert der Summe c'L'^-J* von x unabhängig 
ist, ao daß, wenn J in dieser Summe ein HinJmnm ist, L ein Maxi- 
mum sein muB usw. 

KBlSbn*! AkniUk II. Ifi 
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An den Oiten der Mazima (Bäuche) ist tg t = 0, oder eigent- 
lich nar Tsrschwiudend klein, also wird dort z'=lxn. An den 
Orten der Uinim& (Knoten) ist tgT'=Oo, d& dort sin£(x — v)^0 
ist, also wird dort i' — (a + J)«. Auch hier liegen die Phasen 
um eine Viertelschwingung anseinander. Man kann nun auch die 
Wert«, welche Yerdichtung und Geschwindigkeit an diesen Bauch- 
bezw. Enotenstellen haben, hinschreiben: 



(33) 



(33 b) 



I Knoten von ul »-irSrii""'^«"''' 
I Bauch von s ( .--[- ^«^^^"' .inä.Jfi, 

lB.„=h,o..l .-±^:^co.2,if(, 



I Knoten von s \ 



-cos2«Jr*. 



ÄD diesen aosgezeichueten Stellen baben also Verdichtung s, 
sowie Druck p und Geschwindigkeit u gleiche Phase; ihre Mazima 
fallen zeitlich zusammen und ebenso ihre Minima. Diese Pbasen- 
gleichheit best«bt aber nur ftlr die Bauch- und Enotenstellen. An 
allen zwisehenliegenden Punkten, wo weder 8int(3; — a) noch 
coshi^—a) nahezu Null sind, sind sowohl tgT als auch tgi' beide 
sehr kleine Größen, und es wird deshalb dort nahezu 
(34) s = isin2ji;W(, u — Jcos2mW(, 

wobei die allgemeinen Werte von L und J nach Gl. (32) und 
(26) einzusetzen sind. An allen diesen Zwischenpunkten sind also 
die zeitlichen Maxima von Verdichtung s (bezw. Druck p) und 
Geschwindigkeit U um nahezu eine Viertelschwingung auseinander. 

76. BewegungsBiutand und Form der Wellen in der 
BSbre. Die Bewegung ist ziemlich kompliziert. Zu ihrer genaueren 
Feststellung muß man den zeitlichen Verlauf betrachten. Bisher 
sind nur die Stellen bestimmt worden, wo die größten und klein- 
sten überhaupt vorkommenden Verschiebungen und Geschwindig- 
keiten, sowie DichteSnderungen stattfinden, die BBuche und Knoten; 
und die absolut« Größe dieser Maximal- imd Minimalwerte ist in 
den Gleichungen (29) und (30) für die Geschwindigkeit angegeben. 
Aus (33) und (33 a) sind diese Werte ebenfalls sofort zu ent- 
nehmen, auch fttr die DichteSnderong; es sind einfach die Ampli- 
tuden der dort stehenden Sinus- und Kosinusfnnktionen der Zelt. 
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Man darf mm aber nicht annehmen, daß zu alleq Zeiten au 
den BSnchen die Bewegung grSBer, an den Knoten kleiner ist als 
au allen anderen Stellen. So ist es zwar bei den stehenden ebenen 
Schwingungen der elementaren Theorie, aber bei der hier vor- 
liegenden Bewegung trifft dies nicht zu. Bildet man Momentbilder 
der Schwingungen zn verschiedenen Zeiten, so liegen die Maxtma 
der Bewegung nnd die Minima keineswegs immer an den Bauch- 
nnd Enotenstellen, sondern auch an Stellen dazwischen. Die Maxima 
der Verschiebung und Geschwindigkeit, und zwischen ihnen die 
Minima, gleiten als Welle die Köbre entlang; zu gewissen Zeiten 
treffen sie dabei an den Bauch- bezw. Enotenstellen ein. Und es 
zeigt sich nun, daß sich ihre absoluten Werte beim Vorwärts- 
schreiten ändern. Immer wenn ein Maximum an einen Bauch 
kommt, nimmt es besonders hohen Wert an; ein Minimum nimmt 
besondere kleinen Wert an, wenn es an einen Knoten gelangt Das 
fintsprechende gilt fUr die Uaxima und Minima der Verdichtung. 

Dieses Verhalten ergibt sich aus der Form des Potentials für 
das Robrinnere. Die Schwingnngsfigur zu irgend einer Zeit ist die 
KuiTC, welche die Geschwindigkeit u = - - als Funktion von x zu 
dieser Zeit darstellt. Sie ist nach (25) in Nr. 74 zu konstruieren. 
Die Lage der Mazima und Minima dieser Kurve ergibt sich durch 
Auflösung der Gleichung ^-j = nach x. Statt dessen kann man 
die Gleichung ^=0 benutzen und nach x auflösen; denn in diesem 
Gebiete der ebenen Wellen gilt ja die Gleichung ö—f + it^^^O. 
Man hat also die rechte Seite von (4 a) in Nr. 71 gleich Null zu 
setzen und erhält die Gleichung 

(35) ^cos2n2V"(BinÄ«+(BcoB2)rjyi-(-S9sin2«Jfl"i)cosÄ:a;-0. 

Daraus folgt für die momentane Lage x der Extremwerte die 
Gleichung 
(35a) tg fca; = tg ia -I- ^ tg 2n JV(, 

wenn man die Werte für B nnd SB nach Gl. (22) und (21) in 
Nr. 73 einsetzt. Mit Rücksicht darauf, daß i?Q und ia kleine 
Größen sind, ergibt sich hiemach folgendes Verhalten, Für ^ — 
geht (35a) über in 

(36) tgfca; = tgfttt 
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Zur Zeit t = liegen also die Extremwerte der Geschwindig- 
keit u da, wo kx = ka±aa ist. Daraus ergibt sich speziell. die 
Lage X der Maxima und Minima: 



(37) 



Mazima von u bei X" 



Minima von u b 



--. «-20^, 



-(2a + l)^ 




wobei — 0, 1, 2 ... iat. 

Diese LSsung der Gl. (36) ist natflrlich ohne weiteres bekannt. 
Man kann sie graphisch erhalten, indem man die Eurven ij'^tgkx 
und ijo'= tg fctt als Funktionen 
der Abszisse x oder bequemer 
der Abszisse kx — ^ auflrftgt. 
Die Abszissen der Schnittpunkte 
beider Kurven bezw. Kurven- 
scharen sind die gesuchten | 
|.bezw. a; (Fig. 56). 

Wachst nun t von Null an 
zn einem anderen Wert, so bleibt 
die Konstruktion bestehen. Ins- 
besondere bleibt die Kurven- 
schar *J = tg I unverändei-t; nur 
die Kurve rf ändert sich, sie bleibt 
aber eine Gerade und zwar Paral- 
lele zur |- Achse, deren Abstand 
von der |-Achse mit wachsendem t erst langsam, später aber immer 
schneller wächst, bis *=rjSi d.h. gleich einer Viertelschwingungs- 
dauer geworden ist. Dann ist ihre Entfernung — cc. Bei diesem 
Emporsteigen der Geraden jj'=" tgfta -|- —tg2nNt verschieben 
sich ihre Schnittpunkte mit der Kurvenschar ij =- tg Ja; nach wach- 
sendem X hin und zjvar alle gleich viel, so daß ihr gegenseitiger 
Abstand gewahrt bleibt (— wenn |, — wenn x Abszisse ist! . Diese 
Verschiebung erfolgt anfangs sehr langsam, da k*Q sehr klein ist 
und tg 2 K2ft hei kleinem t nur proportional t wächst, so daß die 
Gerade ij anfangs nur langsam emporsteigt. Erst wenn t gr5Ber 
als die Achtelperiode j-^öw e^worden ist, steigt die Gerade >/ 
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schneller und verschieben sich ihre Schnittpunkte mit i) ■— tg itx 
schneller vorwärts. Bei ( — —ist die Geschwindigkeit dieses Vor- 
rückens am gröBten. Sie wird dann wieder kleiner und in der 
Gegend von — wieder sehr klein. Dann beginnt wieder dasselbe 
Spiel wie von ( = an. Die Abszissen der Schnittpunkte der Kur- 
ven I] und 7j' geben nnn die momentane Lage der Extremwerte 
der Geschwindigkeit u bezw. der Verschiebung m der Luftschichten 
an. Die eben geschilderte Art des Vorrttckens gilt also für die Be- 
wegung dieser Extremwerte (Maxima und Minima) in der KObre. 
Eine ganz analoge Betrachtung zeigt, daß auch die Extremwerte 
der Verdichtung sich in dieser spininghaften Weise vorw&rts be- 
wegen. Bei diesem Fort- 
schreiten ändert sich nun 
auch, wie schon bemerkt, 
die absolute OröBe dieser 
ausgezeichneten Werte. 
Sie ist am größten wah- 
rend des Stillstandes, am 
kleinsten während des 
schnellen Vorwfirtseilens, 
wie man leicht erkennt, 
wenn man z. B. in (25) 
bezw. (25a} t = oder 

'"ä~2i7 ^^^'■^ **"" 
erhält dann den größten 

Überhaupt möglichen 
Wert, den U annehmen 
kann. Das Entsprechende 
ist auch für Verdichtung 
und Druck nachweisbar. 
Cbrigens ist die fortschrei- 
tende Bewegung von Ver- 
dichtung und Druck in 
der Phase um eine Viertel- 
periode gegen die Bewe- 
gung von Geschwindigkeit 
und Verrttcknng der Teil- 
chen verschoben. 
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Bildlich läBt sich der Vorgang noch besser erl&utern; er ist 
schematisch in Fig. 57 dargestellt. Der Vorgang ist derselbe, wie 
er auf einer Wasseroberfläche zu sehen sein würde, wenn die Wellen 
nicht gleichmäßig mit Beihebaltung ihrer Höhe fortschreiten, son- 
dern wenn sie sich plötzlich emporb&umen, eine Reihe von hohen 
Kämmen bildend, die längere Zeit nahezu bewegungslos an 
ihrem Orte verharren; dann plStzlicb aaf geringere Höhe zusam- 
mensinken, dabei aber schnell nm eine halbe Wellenlänge vorwärts 
eilen; an dem neuen Platz angekommen sich wieder bis zu voller 
Höhe emporbänmen und so daselbst einige Zeit verharren, bis das 
Spiel wieder weiter geht. Das ist das Bild, welches man sich nach 
der Helmholtzschen Theorie von dem Bewegungszustand der 
Luft in einer mit der AuBenluft kommunizierenden Röhre zu 
machen hat Es weicht sehr erheblich von der gewöhnlichen Vor- 
stellung ab. 

76. MündniigskoTrektioii Tersohiedener BBhren. Trotz 
dieser Abweichung in der Bewegungsform, die darin ihren Grund 
hat, daß bei der offenen Bdbre ein danemder Energieaustansch 
mit der äußeren Atmosphäre stattfindet, sind die Eigenschaften, 
welche die Helmholtzsche Theorie für eine solche Röhre er- 
gibt, nur wenig von denen der elementaren Theorie verschieden. 
Der Hauptunterschied ist der, daß das erste Gescbwindigkeits- 
maximum (Verdichtungsknoten) nicht in der Mündung liegt, son- 
dern um die Strecke a nach außerhalb verschoben ist, woraus sich 
eine scheinbare LängenänderuBgderKöhre (Vergrößerung der Länge 
um a) ergibt, die für die Berechnung der Wellenlänge und damit 
der Eigen schwingungsz ah 1 der Röhre als Pfeife in Betracht kommt. 
Diese Strecke a, die Uiindungskorrektion, hängt übrigens 
außer von der Gestalt der Röhre noch von der Schwingungszahl 
ab, und hat deshalb für die verschiedenen Fariiahöno einer Röhre 
verschiedene Werte. Die Berechnung der Werte von a für ver- 
schiedene Röhrenformen läßt sich ausfahren, muß aber hier wegen 
Raummangel wegbleiben. Helmholtz bat dabei auch eine Höhren- 
form gefunden, für welche die Mündungskorrektion et Null wird, 
wo also der erste Verdichtungsknoten tatsächlich in derMfindungs- 
ebene liegt. Diese Röhre ist an der Mündung schwach trompeten- 
artig erweitert. 

Ist R der Radius der Öffnung, £, der Radius des zylindrischen 
Teiles der Röhre, so ergibt sich mit Vernachlässigung kleiner 
Größen die Mündnngskorrektion 
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(38) a — j^^-te — r- 

Fttr eine rein lylindrische Röhre, bei der B^ = B ist, wird 
danach 

(39) c = ^ = 0,7854 .H, 

Die Korrektion wird Nu\X, der erste Schwingangsbaucb liegt 
also in der öffaung, wenn 

(40) B = M^y2=l,iU2It^ 

ist. Das liefert die trompeten artig erweiterte Uündungsform. 

Nach der Helmholtzschen Theorie läßt sieb nan auch die 
Resonanz der RShre bei verschiedener Art der Schwingnngserre- 
gung behandeln. Ein solcher Fall ist der, wo das innere Ende der 
Röhre durch eine bewegliche ebene Platte verschlossen ist, die 
unter der Wirkung äußerer Kräfte erzwungene Schwingungen aus- 
führt Tind in der eingeschlossenen Luft ebene Wellen erzeugt. Er 
ist auch nach der elementaren Theorie zu behandeln. Der andere 
Fall dagegen, daß die Erregung durch einen von außen kommen- 
den Wellenzug erfolgt, ist für die elementare Theorie unzugäng- 
lich; auch der dritte Fall, bei dem die Erregung irgendwo im 
Innern der Röhre durch eine dort angebrachte Schallquelle erfolgt, 
läßt sich ebenfalls nach Helmholtz behandeln, wenn nur die Er- 
regung an einer solchen Stelle erfolgt, daß sich in der Tiefe der 
Röhre noch ebene Wellen ausbilden können. Alle drei Fälle föhren 
übrigens zu demselben Ergebnis, daß die Resonanz ein Kazi- 
mum ist, wenn die Länge der Röhre vom unteren ge- 
schlossenen Ende an bis zu dem fiktiven oberen Ende 
bei x=a ein ungerades Vielfaches derViertelwellenlänge 
des erregenden Tones ist. In allen drei Fällen liegt an dem 
unteren geschlossenen Ende ein Knoten der Geschwindigkeit (Rauch 
der Verdichtung), doch ist dies im ersten der drei Fälle nicht eine 
Stelle absoluter Ruhe, sondern nur eine solche geringster Bewe- 
gung. Ist die Röhrenlänge l, so ist zur Berechnung der Wellen- 
länge der Eigenschwingung die reduzierte Länge ^ -j- « zu benutzen, 
im übrigen gelten die aus der elementaren Theorie her bekannten 
Beziehungen (vgL Nr. 35 ff.). 
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8. Kap. HelmholtsacGe Pfeifentlieorie 



Die gleiche Theorie IfiSt sich auf die als Resonatoren dienen- 
den kublEchen Pfeifen anwenden, d. h. auf gasgei^llte Hohlräume, 
die nach allen drei Dimengionen annShemd gleich anagedehnt sind 
und die durch eine oder mehrere kleine öffnnngen in der Wand 
mit der Außen atmosphäre in Verbindung stehen. Baummangel 
Terbietet hier die Darstellung dieser Anwendung, ebenao wie ein 
nHherea Eingehen auf die etwas anders durcbgefQhrte Sesonatoren- 
theorie von Kirehhoff^) und Ton Lord Bayleigh.^ 



1) G. £ i r ch h o f f , Vorleeangen über mathematische Pfajsili (Leipzig 
188S); I. Bd. (Mechanik) S4. Vorl. S. 334. 

!) Leid Rajleigh, Theorj oF Sonnd, Bd. 11 % SOSff. 
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